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ABSTRACT
R e c e n t l y ,  Images  o f  t h e  I n s i d e  o f  t h e  human body 
h a v e  b e e n  p r o d u c e d  n o n - i n v a s i v e l y  u s i n g  n u c l e a r  m a g n e t i c  
r e s o n a n c e  ( n m r ) .  The t e c h n i q u e  i n v o l v e s  p l a c i n g  t h e  
p a t i e n t  i n  a s t r o n g ,  hom ogeneous  m a g n e t i c  f i e l d .  The 
h e a r t  o f  any nmr i m a g i n g  s y s t e m  i s  t h e  m agne t  t h a t  
p r o d u c e s  t h i s  f i e l d  and  t h i s  t h e s i s  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  
d e s i g n  and  t e s t i n g  o f  s u c h  m a g n e t s .
V a r i o u s  c o m p u t e r  p r o g ra m s  h a v e  b e e n  w r i t t e n  t h a t  
a l l o w  t h e  d e s i g n e r  t o  model  a m agne t  e i t h e r  i n  t e r m s  o f  
a x i s y m m e t r i c  c o i l s ,  o r  i n  t e r m s  o f  t h e  d i s c r e t e  
c o n d u c t o r s  t h a t  s i m u l a t e  t h e  a c t u a l  fo rm  o f  t h e  w i n d i n g .  
The a x i s y m m e t r i c  p r o g ra m  a u t o m a t i c a l l y  o p t i m i s e s  t h e  
d e s i g n  so  a s  t o  p r o d u c e  a  u n i f o r m  f i e l d ,  a n d  t h e  d a t a  
from t h i s  p ro g ra m  may be u s e d  d i r e c t l y  t o  g e n e r a t e  an  
a p p r o p r i a t e  h e l i c a l  o r  s p i r a l  w i n d i n g .  T h e s e  p r o g ra m s  n o t  
o n l y  a l l o w  t h e  d e s i g n e r  t o  p r o d u c e  a s u i t a b l e  d e s i g n ,  b u t  
a l s o  t o  p u t  t o l e r a n c e s  on  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  
c o n d u c t o r s  and f o r m e r s  t h a t  s u p p o r t  t h e  w i n d i n g .  The 
p ro b le m  o f  r e m o v in g  i n h o m o g e n e i t i e s  p r o d u c e d  by 
d i m e n s i o n a l  i n a c c u r a c i e s  and s u r r o u n d i n g  f e r r o m a g n e t i c  
m a t e r i a l s  i s  a l s o  c o n s i d e r e d .
A nmr p r o b e  s y s t e m  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t h a t  a l l o w s  
t h e  h o m o g e n e i t y  o f  a m a g n e t  t o  be  a s s e s s e d  i n d e p e n d e n t l y  
o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  i t s  power  s u p p l y .  The p r o b e  h a s  b e e n  
u s e d  f o r  f i e l d  m e a s u r e m e n t s  i n  a m agne t  d e s i g n e d  u s i n g  
t h e  ab o v e  t e c h n i q u e s ,  and  t h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d .
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INTRODUCTION
T h e r e  i s  a n  o b v i o u s  n e e d  f o r  p a i n l e s s ,  n o n - i n v a s i v e  
m ethods  f o r  p r o d u c i n g  im a g e s  o f  t h e  i n s i d e  o f  t h e  human 
body .  V a r i o u s  fo rm s  o f  r a d i a t i o n  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  t h i s  
p u r p o s e ,  i n c l u d i n g  X - r a y s ,  gamma r a y s  and u l t r a s o u n d .  F o r  
many y e a r s ,  v i r t u a l l y  t h e  o n l y  m e th o d  o f  p r o d u c i n g  t h e s e  
im ages  h a s  b e e n  t o  e x p o s e  t h e  b ody  t o  X - r a y s ,  and  r e c o r d  
t h e  p r e s e n c e  o f  t h o s e  r a y s  t h a t  p a s s  t h r o u g h  t h e  b o d y  on 
a p h o t o g r a p h i c  f i l m .  The m a j o r  d r a w b a c k s  i n  t h e  
u s e f u l n e s s  o f  t h e  r e s u l t i n g  im a g e s  a r e  t h a t  t h e  s o f t  
t i s s u e s  w i t h i n  t h e  b ody  a r e  o f t e n  o b s c u r e d  by  s u r r o u n d i n g  
b o n e ,  and  t h a t  t h e r e  i s  l i t t l e  c o n t r a s t  b e t w e e n  n o r m a l  
and d i s e a s e d  t i s s u e .
In  1 9 7 2 ,  EMI i n v e n t e d  t h e  B r a i n  S c a n n e r  [ i ] ,  
f o l l o w e d  l a t e r  by  a body s c a n n e r .  T h e se  m a c h i n e s  r o t a t e  
an X - r a y  t u b e  a r o u n d  t h e  p a t i e n t ,  and  m e a s u r e  t h e  r a y s  
t h a t  p a s s  t h r o u g h  t h e  p a t i e n t  w i t h  a s u i t a b l e  d e t e c t o r .  
The d a t a  i s  s t o r e d  i n  a c o m p u t e r ,  and f rom  i t  a p i c t u r e  
o f  a t r a n s v e r s e  " s l i c e ” t h r o u g h  t h e  p a t i e n t  i s  
r e c o n s t r u c t e d
T h i s  t e c h n i q u e ,  known a s  Computed Tom o g rap h y ,  m a rk e d  a 
g r e a t  s t e p  f o r w a r d  i n  t h e  d i a g n o s i s  o f  many d i s e a s e s  
b e c a u s e  o f  i t s  a b i l i t y  t o  o b t a i n  u n o b s c u r e d  im a g e s  o f  t h e  
i n t e r n a l  o r g a n s ,  an d  t h e  i n c r e a s e d  c o n t r a s t  b e t w e e n  
d i f f e r e n t  t i s s u e s  t h a t  c o u l d  be  a c h i e v e d .  The m o s t
V l l
n o t a b l e  a r e a  o f  a p p l i c a t i o n  i s  p r o b a b l y  w i t h i n  t h e  b r a i n ,  
where b o t h  o f  t h e s e  f a c t o r s  a l l o w  c o n d i t i o n s  t h a t  w ere  
p r e v i o u s l y  u n d e t e c t a b l e  t o  be r e a d i l y  d i a g n o s e d .  H ow ever ,  
t h e  m a jo r  d r a w b a c k  w i t h  t h e  m ethod  i s  t h a t  t h e r e  i s  a 
r i s k  to  t h e  p a t i e n t  i n  e x p o s i n g  him t o  X - r a y  r a d i a t i o n .  
Tom ograph ic  t e c h n i q u e s  e m p l o y i n g  gamma r a y s  a r e  a l s o  
u s e d ,  b u t  t h e s e  a l s o  p r e s e n t  a r i s k  t o  t h e  p a t i e n t  a s  
t h e y  u s e  i o n i s i n g  r a d i a t i o n .
The u s e  o f  u l t r a s o u n d  [ i i ]  h a s  t h e  b e n e f i t  o f  b e i n g  
s a f e r .  I t  i s  u s e d  r o u t i n e l y  u s e d  f o r  t h e  e x a m i n a t i o n  o f  
u n b o r n  c h i l d r e n .  U l t r a s o u n d  p u l s e s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  
p a t i e n t ,  and  r e f l e c t i o n s  f rom t h e  i n t e r n a l  b o n e s  and
o r g a n s  r e c e i v e d  a s  e c h o e s .  T h e se  a r e  t h e n  p r o c e s s e d  t o   ̂
y i e l d  an  im a g e ,  e i t h e r  on a s t o r a g e  t u b e  o r  a t e l e v i s i o n  
m o n i t o r .  However ,  t h i s  t e c h n i q u e  a l s o  s u f f e r s  f rom 
p ro b le m s  c a u s e d  by  d e n s e  b o n e ,  and  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  
b e tw e e n  d i s e a s e d  and n o r m a l  t i s s u e  i s  n o t  g o o d .
More r e c e n t l y ,  s c a n s  h a v e  b e e n  made u s i n g  n u c l e a r  
m a g n e t i c  r e s o n a n c e  ( n m r ) . T h i s  t e c h n i q u e  e x p l o i t s  t h e
p r o p e r t i e s  o f  t h e  m i n u t e  m a g n e t i c  moment o f  c e r t a i n  
a to m ic  n u c l e i  . U s u a l l y ,  t h e  n u c l e u s  c o n c e r n e d  i s  t h a t  o f  
h y d r o g e n ,  b e c a u s e  t h i s  i s  t h e  m os t  a b u n d a n t  e l e m e n t  i n  
t h e  body  s u i t a b l e  f o r  nmr s c a n n i n g .  The im a g e s  t h e r e f o r e  
h i g h l i g h t  any  s u b s t a n c e s  w i t h  a h i g h  w a t e r  o r  f a t
c o n t e n t .
V I  1 1
The t e c h n i q u e  i n v o l v e s  p l a c i n g  t h e  p a t i e n t  i n  a 
s t r o n g  ( 0 . 1 - 2 . 0  T e s l a ) ,  hom ogeneous  m a g n e t i c  f i e l d .  The 
n u c l e i  a r e  t h e n  a b l e  t o  r e s o n a t e  a t  a f r e q u e n c y ,  u s u a l l y  
b e tw e e n  1 and lOOMHz, t h a t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
m a g n i tu d e  o f  t h e  f i e l d .  R a d io  f r e q u e n c y  p u l s e s  a r e  
a p p l i e d  a t  t h e  r e s o n a n t  f r e q u e n c y  t h a t  e x c i t e  t h e  
n u c l e i  , and t h e s e  i n  t u r n  i n d u c e  a  s m a l l  v o l t a g e  i n  a 
p i c k u p  c o i l .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  r f  p u l s e s ,  w e l l  d e f i n e d  
d i s t u r b a n c e s  t o  t h e  f i e l d  h o m o g e n e i t y  a r e  p r o d u c e d ,  and 
t h e s e  a l l o w  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s o u r c e  o f  t h e  i n d u c e d  
v o l t a g e  t o  be d e t e r m i n e d .  A p i c t u r e  may t h e n  b e  d i s p l a y e d  
t h a t  maps o u t  t h e  vo lum e d e n s i t y  o f  h y d r o g e n  n u c l e i  
t h r o u g h o u t  t h e  r e g i o n  t h a t  i s  s c a n n e d .  The p r o c e s s  i s  
d e s c r i b e d  more t h o r o u g h l y  i n  c h a p t e r  1 .
The m a jo r  a d v a n t a g e s  o f  t h e  m ethod  a r e  t h a t  i t  i s  
r e g a r d e d  a s  c o m p l e t e l y  s a f e ,  an d  t h e  p r o b le m s  o f  an  a r e a  
o f  i n t e r e s t  b e i n g  o b s c u r e d  by bone  s i m p l y  d o e s  n o t  o c c u r  
b e c a u s e  s u ch  m a t e r i a l s  do n o t  r e f l e c t  o r  a b s o r b  t h e  r f  
f i e l d s  t h a t  a r e  u s e d .  H ow ever ,  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  
a d v a n t a g e  o v e r  o t h e r  m e th o d s  i s  t h a t ,  s i n c e  t h e  a t o m i c  
n u c l e i i  a r e  i n t i m a t e l y  l i n k e d  w i t h  t h e  c h e m i c a l  s t r u c t u r e  
o f  m a t e r i a l s ,  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  c h e m i c a l  c o m p o s i t i o n  
o f  o r g a n s  may be o b t a i n e d .  Thus t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  
h e a l t h y  and  d i s e a s e d  t i s s u e  may be r e a d i l y  s e e n .  
F u r t h e m o r e ,  t h e  s e q u e n c e  o f  r f  p u l s e s  may be a l t e r e d  so
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as  t o  e m p h a s i s e  t h e s e  d i f f e r e n c e s .
The h e a r t  o f  an y  nmr i m a g i n g  s y s t e m  i s  t h e  m a g n e t  i n  
which t h e  p a t i e n t  i s  p l a c e d .  F o r  f i e l d s  a b o v e  a b o u t  0 .2  
T e s l a ,  s u p e r c o n d u c t i n g  m a g n e t s  o p e r a t i n g  i n  p e r s i s t e n t  
mode a r e  u s u a l l y  u s e d .  Below t h i s  f i g u r e  m a g n e t s  may be 
c o n s t r u c t e d  f rom c o n v e n t i o n a l  c o p p e r  o r  a l u m i n i u m  
w i n d i n g s .  I t  i s  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  f i e l d  i s  a s  
homogeneous a s  p o s s i b l e ,  a v a r i a t i o n  o f  l e s s  t h a n  50 
p a r t s  p e r  m i l l i o n  b e i n g  n e c e s s a r y  f o r  m ost  s c a n n i n g  
methods
The m agne t  i t s e l f  i s  u s u a l l y  c o n s t r u c t e d  f rom 
c o a x i a l ,  c i r c u l a r  c o i l s .  T y p i c a l  a r r a n g e m e n t s  a r e  a  l o n g  
s o l e n o i d  w i t h  a " c o r r e c t i o n  c o i l "  a t  e a c h  e n d ,  o r  f o u r  
c o i l s  s p a c e d  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  a  s p h e r e .  T h i s  t h e s i s  i s  
c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d e s i g n  and t e s t i n g  o f  s u c h  m a g n e t s .
The m a jo r  p a r t  o f  t h i s  w o rk  h a s  b e e n  t h e  w r i t i n g  o f
c o m p u te r  p ro g ra m s  t h a t  model  t h e  m a g n e t  w i n d i n g s  and 
o b t a i n  a c c u r a t e  f i e l d  v a l u e s .  The f i r s t  o f  t h e s e  i s  a 
f a s t  i n t e r a c t i v e  p ro g ra m  t h a t  u s e s  a x i s y m m e t r i c  l o o p s ,  
s o l e n o i d s  an d  t h i c k  s e c t i o n  c o i l s  as  m o d e l s .  A u t o m a t i c
o p t i m i s a t i o n  o f  t h e  c o i l  g e o m e t r y  i s  p e r f o r m e d  so  a s  t o
p r o d u c e  a u n i f o r m  f i e l d .  The d e s i g n  may t h e n  b e  e v a l u a t e d  
i n  t e r m s  o f  i t s  f i e l d  u n i f o r m i t y ,  c o n d u c t o r  w e i g h t  and 
d i s s i p a t i o n  ( i f  r e s i s t i v e ) .  The n e x t  s t a g e  i n  t h e  d e s i g n  
i s  t h e  a c c u r a t e  m o d e l l i n g  o f  t h e  a c t u a l  w i n d i n g s .  A
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second  p ro g ram  a l l o w s  e f f e c t s  s u c h  a s  h e l i c a l  o r  s p i r a l  
p i t c h ,  o v a l i t y  an d  c o i l  i n t e r c o n n e c t i o n s  t o  b e  m o d e l l e d .  
These  p r o g ra m s  n o t  o n l y  a l l o w  t h e  u s e r  t o  d e s i g n  a 
s u i t a b l e  m a g n e t ,  b u t  t o  p u t  m e c h a n i c a l  t o l e r a n c e s  on  t h e  
p l a c e m e n t  o f  t h e  c o n d u c t o r s  and  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  
f o r m e r s  t h a t  s u p p o r t  t h e  w i n d i n g .
I n e v i t a b l y ,  a r e a l  m ag n e t  w i l l  h av e  a r e d u c e d  
h o m o g e n e i ty  com pared  w i t h  i t s  d e s i g n  p e r f o r m a n c e .  T h i s  
may e i t h e r  be due t o  m e c h a n i c a l  t o l e r a n c e s  i n  i t s  
c o n s t r u c t i o n ,  o r  t h e  e f f e c t s  o f  f e r r o m a g n e t i c  m a t e r i a l s  
i n  t h e  b u i l d i n g  t h a t  c o n t a i n s  t h e  m a g n e t .  The ab o v e  
p ro g ram s  may be u s e d  t o  d e s i g n  s p e c i a l l y  s h a p e d  c o i l s  t o  
remove t h i s  i n h o m o g e n e i t y .  A l t e r n a t i v e l y ,  some o f  t h e s e  
e f f e c t s  may b e  rem oved  b y  d e l i b e r a t e l y  moving i n d i v i d u a l  
c o i l s  o f  t h e  m ag n e t  away f rom  t h e i r  d e s i g n e d  p o s i t i o n s .  A 
t h i r d  p ro g ra m  i s  u s e d  t o  model  t h e s e  m ovem en ts .
An a c c u r a t e  f i e l d  m e a s u re m e n t  d e v i c e  i s  n e e d e d  i n  
o r d e r  to  s e t  up any nmr im a g i n g  m a g n e t .  A n o v e l  
m a g n e t o m e t e r  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t h a t  u s e s  t h e  nmr e f f e c t .  
One a d v a n t a g e  o f  t h e  s y s t e m  i s  t h a t ,  by  u s i n g  one  p r o b e  
as  a r e f e r e n c e  and t h e  o t h e r  f o r  m e a s u r e m e n t ,  t h e  
h o m o g e n e i t y  o f  a m agne t  may b e  a s s e s s e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  
t h e  s t a b i l i t y  o f  i t s  pow er  s u p p l y .
The d e s i g n  a n d  m e a s u re m e n t  m e th o d s  h a v e  b e e n  u s e d  i n  
a number  o f  a p p l i c a t i o n s .  H ow ever ,  a  f u l l  s c a l e  r e s i s t i v e
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m agnet  h a s  b e e n  d e s i g n e d ,  b u i l t  and t e s t e d  u s i n g  t h e  
s o f t w a r e  an d  m e a s u r e m e n t  t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  h e r e .  T h i s  
m agne t  h a s  p r o v e d  i t s e l f  t o  be  c a p a b l e  o f  b e i n g  u s e d  f o r  
nmr i m a g i n g ,  and  m e a s u r e d  r e s u l t s  f ro m  i t  a r e  p r e s e n t e d  
i n  t h e  f i n a l  c h a p t e r .
X L l
CHAPTERl. THE NMR EFFECT.
1 . 1  I n t r o d u G  t i o n .
The nmr e f f e c t  i s  due  t o  c e r t a i n  a t o m i c  n u c l e i  
p o s s e s s i n g  s p i n ,  w h ich  r e s u l t s  i n  t h e  n u c l e i  h a v i n g  a 
m a g n e t i c  d i p o l e  moment.  I t  i s  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h i s  
moment t h a t  a r e  e x p l o i t e d  i n  a n  nmr s c a n n e r .  The most  
common n u c l e u s  u s e d  f o r  nmr i m a g i n g  i s  t h a t  o f  
h y d r o g e n .  T h i s  i s  due t o  t h e  a b u n d a n c e  o f  h y d r o g e n  w i t h i n  
t h e  b o d y ,  and t h e  r e l a t i v e l y  l a r g e  m a g n e t i c  moment o f  t h e  
p r o t o n .
T h i s  c h a p t e r  l o o k s  a t  t h e  b a s i c  p h y s i c s  o f  nm r ,  t h e  
b e h a v i o u r  o f  a s i n g l e  m a g n e t i c  moment b e i n g  c o n s i d e r e d  
b e f o r e  t h e  b e h a v i o u r  o f  m a t t e r  i n  b u l k .  An e x p e r i m e n t a l  
p r o c e d u r e  i s  c o n s i d e r e d ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  i n f o r m a t i o n  
t h a t  may be g a i n e d  a b o u t  nmr r e l a x a t i o n  t i m e s .  One 
t e c h n i q u e  f o r  p r o d u c i n g  im a g e s  o f  t h e  human b o d y  i s  t h e n  
d e s c r i b e d ,  and t h i s  a l l o w s  a  b r o a d  s p e c i f i c a t i o n  f o r  a 
nmr im a g in g  magnet  to  be d ra w n  up i n  t e r m s  o f  i t s  
p h y s i c a l  d i m e n s i o n s ,  f i e l d  m a g n i t u d e  and  f i e l d  
h o m o g e n e i t y .  Some o f  t h e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  i n  t h i s  
c h a p t e r  w i l l  a l s o  be  o f  u s e  i n  f u t u r e  c h a p t e r s .
The u s e  o f  quan tum  m e c h a n i c s  h a s  b e e n  a v o i d e d  e v e n  
th o u g h  i t  g i v e s  a more a c c u r a t e  model  o f  nm r.  F o r  p r e s e n t  
p u r p o s e s  c l a s s i c a l  m e c h a n i c s  s u f f i c e s ,  a s  t h i s  a l l o w s  t h e
e f f e c t  to  be e x p l a i n e d  w i t h  t h e  a i d  o f  a few s im p l e  
d i a g r a m s .
A more  g e n e r a l ,  th o u g h  e a r l y ,  a c c o u n t  o f  t h e  
c o n c e p t s  o f  nmr i s  g i v e n  by  Andrew [ 1 . 1 ] ,  w h i l s t  S l i c h t e r  
[ 1 . 2 ]  p r o v i d e s  a more  r i g o r o u s ,  up t o  d a t e  a p p r o a c h .  The 
l i t e r a t u r e  o n  nmr i m a g in g  i s  r a p i d l y  e x p a n d i n g ,  b u t  t h e  
p a p e r s  o f  Young e t  a l  [ 1 . 3 ]  d e s c r i b e  e a r l y  s c a n n i n g  
h a r d w a r e ,  p u l s e  s e q u e n c e s  an d  c l i n i c a l  r e s u l t s .  A more 
c o m p r e h e n s i v e  c o l l e c t i o n  o f  p a p e r s  on t h e  p r e s e n t  s t a t e  
o f  t h e  a r t  i s  g i v e n  i n  r e f e r e n c e  [ 1 . 4 ] .
1 .2  I s o l a t e d  moments a n d  t h e  r o t a t i n g  f r a m e .
An a t o m i c  n u c l e u s  t h a t  h a s  s p i n  w i l l  h av e  a 
m a g n e t i c  d i p o l e  moment u i n  a d d i t i o n  t o  a m e c h a n i c a l  
moment. The r a t i o  o f  t h e s e  two moments  i s  known as  t h e  
m a g n e t o g y r i c  r a t i o ,  g . I t  may t a k e  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  
v a l u e s  d e p e n d i n g  w h e t h e r  t h e  moments a r e  a l i g n e d  p a r a l l e l  
o r  a n t i - p a r a l l e l .  I f  t h i s  m a g n e t i c  moment i s  p l a c e d  i n  a 
m a g n e t i c  f i e l d  B^,  t h a t  i s  d e f i n e d  a s  b e i n g  p a r a l l e l  t o  
t h e  z a x i s ,  i t  w i l l  e x p e r i e n c e  a t o r q u e  e q u a l  t o  u  x B^. 
T h i s  t o r q u e  c a u s e s  t h e  moment t o  p r o c e s s  a r o u n d  t h e  z 
a x i s  ( f i g  1 . 1 ) .  E q u a t i n g  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  a n g u l a r  
momentum t o  t h e  a p p l i e d  t o r q u e  y i e l d s :
d / d t  ( u / g )  = u  X B^ ( 1 . 1 )
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F i g . 1 .1  A m a g n e t i c  moment p r e c e s s e s  a b o u t  t h e
a p p l i e d  f i e l d
F i g .  1 . 2  Viewed f ro m  a  r o t a t i n g  f r a m e  t h e  moment 
a p p e a r s  s t a t i o n a r y  when w=w
The a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  moment may be d e n o t e d  
by a v e c t o r  ^ . The r a t e  o f  c h a n g e  o f  u  w i l l  t h e n  be
g i v e n  b y :
d u / d t  = w X U  ( 1 . 2 )
C o m p a r i s o n  o f  1 . 1  a n d  1 . 2  shows t h a t :
w = -  g B ( 1 . 3 )—o ^ —o
Thus t h e  moment w i l l  p r e c e s s  a r o u n d  t h e  z a x i s  a t  a 
w e l l  d e f i n e d  f r e q u e n c y ,  known as  t h e  La rm or  f r e q u e n c y ,  
t h a t  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  
f i e l d .
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f  a s e c o n d  
f i e l d  r o t a t i n g  a b o u t  t h e  z a x i s ,  a n d  so  i t  w i l l  be u s e f u l  
t o  l o o k  a t  t h e  moment f rom  a r o t a t i n g  s e t  o f  a x e s .  L e t  
t h e  c o o r d i n a t e s  ( x ' , y ' , z ’ ) r o t a t e  a t  a n g u l a r  f r e q u e n c y  w, 
w i t h  t h e  z and z '  a x e s  c o i n c i d e n t  ( f i g  1 . 2 ) .  I f  t h e  
moment v i e w e d  f rom  t h e s e  a x e s  i s  u '  t h e n  i t s  e q u a t i o n  o f  
m o t io n  w i l l  be
d u ' / d t  = ( ^  -  w )  X u '  ( 1 . 4 )
C om bin ing  e q u a t i o n s  1 . 3  and 1 . 4  g i v e s
d u ' / d t  = g uV X (B^ + w /g)  ( 1 . 5 )
As t h e  a n g u l a r  f r e q u e n c y  o f  t h e  r o t a t i n g  a x e s  
a p p r o a c h e s  t h e  Larm or  f r e q u e n c y  t h e  t e r m  i n  t h e  b r a c k e t s  
w i l l  a p p r o a c h  z e r o ,  a n d  t h e  moment,  v i e w e d  f ro m  t h e  
r o t a t i n g  a x e s ,  w i l l  p r e c e s s  more s l o w l y  and e v e n t u a l l y  
s t o p  when w = w .— —O
I f  a f i e l d  , r o t a t i n g  a t  t h e  Larm or  f r e q u e n c y ,  i s  
now a p p l i e d  s u c h  t h a t  B^ l i e s  a l o n g  t h e  x '  a x i s ,  t h e  
moment u '  w i l l  be s u b j e c t e d  t o  a  t o r q u e  u '  x  B ^ . T h i s
c a u s e s  u ’ t o  p r e c e s s  a r o u n d  t h e  x ’ a x i s  w i t h  f r e q u e n c y
®1 ’ d e s c r i b i n g  a  c i r c l e  i n  t h e  y ' - z ’ p l a n e  ( f i g
1 . 3 ) .  Thus t h e  a n g l e  o f  p r e c e s s i o n  o f  u  a r o u n d  t h e  z a x i s
may be a l t e r e d  by  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  B^ f i e l d .  The
e q u a t i o n  f o r  t h e  moment i n  t h e  r o t a t i n g  f r a m e  h a s  now
become
d u ' / d t  = g u '  X  ( B^ + w /g  + B^ ) ( 1 . 6 )
and  u ' p r e c e s s e s  a r o u n d  an  " e f f e c t i v e "  f i e l d  g i v e n  by
Ê e f f  = Ëo + n / ë  + Ê l  ( 1 . 7 )
I f  w and g i v e n  t h a t  u ' l i e s  a l o n g  z ' a t  t = 0 ,  t h e
moment d e s c r i b e s  a c o n e  whose s u r f a c e  i n c l u d e s  t h e  z a x i s
( f i g  1 . 4 ) .  The v e r t e x  a n g l e  o f  t h e  c o n e  w i l l  v a r y  w i t h  w,
s i n c e  w v a r i e s  t h e  d i r e c t i o n  (and  m a g n i t u d e )  o f  B ^ ^ ^ . F o r
t h i s  s i t u a t i o n  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  c a s e  w here  w = w^,  t h e
c o n d i t i o n
-  w /g  < <  B^ ( 1 . 8 )
m ust  b e  f u l f i l l e d .  I f  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e ,  h o w e v e r ,  a n d  
w i s  f a r  f rom  t h e  La rm or  f r e q u e n c y ,  t h e  v e r t e x  a n g l e  o f  
t h e  d e s c r i b e d  co n e  w i l l  b e  v e r y  s m a l l  an d  t h e  e f f e c t  o f  
B^ may be n e g l e c t e d .  A r e s o n a n c e  c o n d i t i o n  t h e r e f o r e  
e x i s t s  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  s p i n  s y s t e m  i s  o n l y  
d i s t u r b e d  i f  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  a p p l i e d  B^ f i e l d  i s  
c l o s e  t o  t h e  Larm or  f r e q u e n c y .
F i g . 1 .3  The f i e l d  c a u s e s  t h e  moment t o  r o t a t e
i n  t h e  y ' - z *  p l a n e
Beff
W/g
F i g . 1 . 4  O f f  t u n e  t h e  moment p r e c e s s e s  a b o u t
1 .3  Nmr i n  m a t t e r .
A f t e r  t h e  B f i e l d  i s  a p p l i e d  t o  a s u i t a b l e  —o ^ '
m a t e r i a l ,  quan tum  m e c h a n i c s  d i c t a t e s  t h a t  t h e  n u c l e a r  
s p i n s  w i l l  be i n  o n e  o f  two s t a t e s ,  t h e  p o p u l a t i o n s  o f  
which  w i l l  be g i v e n  by t h e  B o l tz m a n n  d i s t r i b u t i o n .  The 
d i f f e r e n c e  i n  p o p u l a t i o n s  g i v e s  r i s e  t o  a n e t  ’’s t a t i c  
m a g n e t i s a t i o n " ,  ^ , w h ich  i s  g i v e n  by
M = N K I + l )  B—o ^ ___________  —o
3 k  T ( 1 . 9 )
3
w here  N = n o .  n u c l e i i  p e r  m b  = P l a n c k ' s  c o n s t a n t / 2 i r
I = s p i n  num ber  k  = B o l t z m a n n ' s  c o n s t a n t
T = a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e  o f  s p i n  s y s t e m
A p p l i c a t i o n  o f  t h e  B^ f i e l d  w i l l  d i s t u r b  t h e  
m a g n e t i s a t i o n  a s  p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d ,  w h ic h  w i l l  p r e c e s s  
i n  a c c o r d a n c e  w i t h
d M ' / d t  = g M' X ( 1 . 1 0 )
H ow ever ,  t h e  a c t u a l  f i e l d  s e e n  by  a p a r t i c u l a r  moment 
w i l l  n o t  o n l y  d e p en d  on B^,  b u t  on t h e  f i e l d  due t o  i t s  
n e i g h b o u r s .  Thus t h e r e  i s  a t e n d e n c y  f o r  t h e  s p i n s  t o  
p r e c e s s  a t  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s .  As a r e s u l t  
t h e  n e t  m a g n e t i s a t i o n  i n  t h e  x - y  p l a n e  d e c a y s  ( f i g  1 . 5 ) .  
The e f f e c t  w i l l  be e x p o n e n t i a l  f o r  a s i n g l e  p o p u l a t i o n  o f  
s p i n s ,  an d  t h e  t i m e  c o n s t a n t  T ^ i s  c a l l e d  t h e  " s p i n - s p i n
My
time
F i g .  1 . 5  M ' d e c a y s  w i t h  t i m e  c o n s t a n t  T 2
Mz
time
F i g . 1 . 6  i n c r e a s e s  w i t h  t i m e  c o n s t a n t
r e l a x a t i o n  t i m e " .  A s i m i l a r  e f f e c t  i s  p r o d u c e d  by n o n ­
u n i f o r m i t i e s  i n  B , so T « ' i s  d e f i n e d  as  an " o b s e r v e d "o L
t im e  c o n s t a n t  w h ich  may be  r e s o l v e d  i n t o  two p a r t s :
I / T 2 ' = I / T 2  + I / T 2 * ( 1 . 1 1 )
where i s  t h e  i n t r i n s i c  r e l a x a t i o n  t im e  f o r  t h e
m a t e r i a l ,  and ? 2 * r e p r e s e n t s  t h e  t i m e  c o n s t a n t  a r i s i n g  
from f i e l d  i n h o m o g e n e i t y .  A l s o ,  t h e r e  w i l l  b e  a t h e r m a l  
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  s p i n s  and t h e i r  s u r r o u n d i n g  
c h e m ic a l  " l a t t i c e " ,  w h ich  r e s u l t s  i n  t h e  z co m p o n en t  o f  
t h e  m a g n e t i s a t i o n  r e t u r n i n g  e x p o n e n t i a l l y  t o w a r d s  ( f i g
1 . 6 ) .  The a s s o c i a t e d  t i m e  c o n s t a n t  i s  known a s  t h e  " s p i n -  
l a t t i c e  r e l a x a t i o n  t i m e " ,  and i s  d e n o t e d  by . I t  i s  t h e  
same t im e  c o n s t a n t  w i t h  w hich  b u i l t  up upon  t h e  
i n i t i a l  a p p l i c a t i o n  o f  B^.
The c o m p l e t e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i n  t h e  r o t a t i n g  
f ram e t h u s  becomes
dM’= g M'x [B^ + w/g  + B^] 
d t
-  [M ' x '  + M  'y * ]  -  [ M ’ - M  ] z ’
X  — y  L.  ̂ Z O —
( 1 . 1 2 )
T h is  i s  known as  t h e  B lo ch  e q u a t i o n  a f t e r  t h e  
c o - d i s c o v e r e r  o f  nmr who p r o p o s e d  i t  [ 1 . 5 ] .  I f  n e c e s s a r y  
i t  may be  s o l v e d  f o r  s i m p l e  c a s e s  a s  t h r e e  s i m u l t a n e o u s  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  by means o f  t h e  L a p l a c e  t r a n s f o r m .  
F o r  more com plex  p r o b le m s  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  may be u s e d .
However,  enough  d e t a i l  o f  nmr p r o c e s s e s  h a s  b e e n  g i v e n  
a l r e a d y  so t h a t  a t y p i c a l  e x p e r i m e n t  c a n  be d e s c r i b e d  
w i t h o u t  a c t u a l l y  s o l v i n g  t h i s  e q u a t i o n .
1 . 4  E x p e r i m e n t a l  p r o c e d u r e .
A sample  w i t h  an  a b u n d a n c e  o f  s u i t a b l e  m o l e c u l e s  
( e g .  w a t e r )  i s  p l a c e d  i n  a s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d  ( f i g .
1 . 7 ) .  C o i l s  a r e  a r r a n g e d  a r o u n d  t h e  s a m p le  f o r  a p p l y i n g  
and d e t e c t i n g  t h e  r o t a t i n g  m a g n e t i s a t i o n .
The m a g n e t o g y r i c  r a t i o  f o r  h y d r o g e n  i s  
42. 6 M H z /T e s la , so t h a t  a f i e l d  o f  O . IT  p r o d u c e s
r e s o n a n c e  a t  a f a i r l y  c o n v e n i e n t  4 . 2 6  MHz. The f i e l d  
n e e d s  t o  be homogeneous  s o  t h a t  t h e  r e s o n a n c e  o c c u r s  a t  
t h e  same f r e q u e n c y  t h r o u g h o u t  t h e  s a m p le  v o lu m e .
The r o t a t i n g  f i e l d  i s  p r o d u c e d  by  an  o s c i l l a t i n g  
f i e l d  o f  m a g n i tu d e  2B^, w hich  may be r e s o l v e d  i n t o  two 
c o n t r a - r o t a t i n g  c o m p o n e n t s ,  e a c h  o f  m a g n i t u d e  B ^ . One 
c o m p o n e n t ,  as  f a r  a s  t h e  s p i n s  a r e  c o n c e r n e d ,  w i l l  be 
r o t a t i n g  i n  p h a s e .  The o t h e r  w i l l  be r o t a t i n g  i n  t h e  
wrong d i r e c t i o n  a t  t w i c e  t h e  s p e e d ,  a n d  t h u s  h a s  
n e g l i g i b l e  e f f e c t .  T h i s  o s c i l l a t i n g  f i e l d  may be p r o d u c e d  
by a p a i r  o f  H e l m h o l t z  c o i l s  s p a c e d  a r o u n d  t h e  s a m p l e .
By a p p l y i n g  B ^ , t h e  s t a t i c  m a g n e t i s a t i o n ,  M^, 
i n d u c e d  i n  t h e  s a m p le  by B^,  may be r o t a t e d  f rom  l y i n g  
a l o n g  t h e  z a x i s  t o  p r o c e s s i n g  i n  t h e  x - y  p l a n e .  The 





1.  Magnet  p o l e s
2 .  H e l m h o l t z  c o l l s  f o r
3 .  S o l e n o i d a l  p i c k u p  c o l t
4 .  Sample
F i g . 1 .7  T y p i c a l  e x p e r i m e n t a l  a r r a n g e m e n t
d e g r e e s "  w i t h  a "9 0  d e g r e e  p u l s e " .  T h i s  I s  o f  c o u r s e  
p r o v i d i n g  t h a t  t h e  t im e  t a k e n  I s  s h o r t  c o m p a r e d  w i t h  T^
and  T 2 ' ,  and t h a t  t h e  f r e q u e n c y  o f  I s  c l o s e  t o  t h e
Larmor  f r e q u e n c y ,  a s  g i v e n  by  r e l a t i o n  1 . 8  .
The p i c k u p  c o l l  a r o u n d  t h e  s a m p le  h a s  I t s  a x i s  In
t h e  x - y  p l a n e ,  a n d  a s i n u s o i d a l  v o l t a g e  w i l l  b e  I n d u c e d  
In  I t  by t h e  p r e c e s s l n g  m a g n e t i s a t i o n .  I t  I s  t h i s  s i g n a l
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t h a t  p r o v i d e s  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  n u c l e a r  s p i n  s y s t e m .  
The c o i l  i s  g e n e r a l l y  t u n e d  and  c o n n e c t e d  t o  a low n o i s e  
r f  r e c e i v e r .  I t  i s  a l s o  c o n v e n i e n t  t o  p l a c e  i t
p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  c o l l  so  a s  t o  a v o i d  o v e r l o a d i n g  
t h e  r e c e i v e r  d u r i n g  B^ p u l s e s .
A t y p i c a l  s e q u e n c e  o f  e v e n t s  f o r  o b s e r v i n g  an nmr 
s i g n a l  w ou ld  t h e r e f o r e  be  t o  p l a c e  t h e  s a m p le  I n  t h e  B^ 
f i e l d  l o n g  e n o u g h  f o r  t h e  s t a t i c  m a g n e t i s a t i o n  to  b u i l d  
u p .  The B^ f i e l d  I s  t h e n  a p p l i e d  t o  f l i p  t h e
m a g n e t i s a t i o n  I n t o  t h e  x - y  p l a n e ,  p r o d u c i n g  a s i g n a l  a t  
t h e  r e c e i v e r  o u t p u t .  T h i s  s i g n a l  t h e n  d e c a y s  w i t h  t im e  
c o n s t a n t  Tg', and I s  known as  a " f r e e  I n d u c t i o n  d e c a y "  
( f . l . d . ) .  I t  I s  now n e c e s s a r y  t o  w a i t  f o r  t h e
m a g n e t i s a t i o n  t o  b u i l d  up  a g a i n  I n  t h e  z d i r e c t i o n ,  w i t h  
t im e  c o n s t a n t  T ^ , b e f o r e  t h e  p r o c e s s  c a n  be  r e p e a t e d .  I f  
t h e  s e q u e n c e  I s  r e p e a t e d  t o o  q u i c k l y ,  a m a g n e t i s a t i o n  
much l e s s  t h a n  w i l l  be f l i p p e d  I n t o  t h e  x - y  p l a n e ,  and  
c o n s e q u e n t l y  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  w i l l  be s m a l l e r .  The 
sample  I s  t h e n  t e n d i n g  t o w a r d s  " s a t u r a t i o n " .
1 .5  D e t e r m i n a t i o n  o f  T^ & T 2
The t im e  c o n s t a n t s  t h a t  g o v e r n  t h e  nmr p r o c e s s  may 
be d e t e r m i n e d  u s i n g  t h e  same e x p e r i m e n t a l  e q u i p m e n t  as  
a b o v e ,  b u t  w i t h  a d i f f e r e n t  s e q u e n c e  o f  B^ p u l s e s .
In  o r d e r  t o  f i n d  T^ a "180  d e g r e e  p u l s e "  I s  u s e d  to  
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F i g . 1 .8  The I n v e r s i o n  R e c o v e r y  s e q u e n c e
such t h a t  M = -  M ( f i e  1 . 8 ) .  M t h e n  r e t u r n sz o "  z
e x p o n e n t i a l l y  t o  i t s  i n i t i a l  v a l u e  o f  + w i t h  t im e
c o n s t a n t  , a c c o r d i n g  t o  t h e  e q u a t i o n
Mz = (1 -  2 e x p ( - t / T ^ ) )  ( 1 . 1 3 )
A 90 d e g r e e  p u l s e  i s  t h e n  a p p l i e d  a f t e r  a  t im e  T. T h i s
f l i p s  a t  t h a t  i n s t a n t  i n t o  t h e  x - y  p l a n e ,  and a f r e e  
i n d u c t i o n  d e c a y  i s  o b s e r v e d .  I f  T i s  a d j u s t e d  s u c h  t h a t  
t h i s  s i g n a l  i s  z e r o ,  t h e n  T^ w i l l  be g i v e n  by
T^ = T /  l n ( 2 )  ( 1 . 1 4 )
The p r o c e d u r e  i s  known as an " i n v e r s i o n  r e c o v e r y  
s e q u e n c e "  and  g i v e s  a  v e r y  q u i c k  way o f  f i n d i n g  T ^ .
To f i n d  T 2 , a 90 d e g r e e  p u l s e  i s  a p p l i e d  t o  t h e  
s a m p le ,  a n d  a f r e e  i n d u c t i o n  d e c a y  o b s e r v e d ,  a f t e r  w h ich  
t h e  s p i n s  a r e  s p r e a d  o u t  i n  t h e  x ’ - y '  p l a n e  ( f i g  1 . 9 ) .  
The r a t e  o f  d e c a y  w i l l  be d e t e r m i n e d  by  T 2 ' w h ic h  i s  
u s u a l l y  s h o r t e r  t h a n  T 2  b e c a u s e  o f  f i e l d  n o n ­
u n i f o r m i t i e s .  A f t e r  a t im e  T, a 180 d e g r e e  p u l s e  i s  u s e d  
to  t u r n  t h i s  " p a n c a k e "  o f  s p i n s  o v e r ,  h o w e v e r  t h e i r  s e n s e  
of  p r e c e s s i o n  r e m a i n s  u n c h a n g e d .  T h u s ,  i n s t e a d  o f  
c o n t i n u i n g  t o  f a n  o u t ,  t h e  s p i n s  " r e - p h a s e "  u n t i l  t h e y  
a r e  a l i g n e d  a g a i n  a l o n g  t h e  n e g a t i v e  y '  a x i s ,  and  t h e n  
t h e y  " d e p h a s e "  o n c e  a g a i n .  The r e s u l t  i s  a n  " e c h o "  t h a t  
a p p e a r s  a t  a t im e  2T a f t e r  t h e  i n i t i a l  90 d e g r e e  p u l s e ,









F i g . 1 . 9  The S p i n  Echo s e q u e n c e
The m a g n i t u d e  o f  t h e  ech o  w i l l  be s m a l l e r  t h a n  t h e  
o r i g i n a l  f . i . d .  by a f a c t o r  t h a t  d e p e n d s  on T 2 , T^ and  T. 
However,  i f  T^ i s  l o n g  com pared  w i t h  T 2  t h e n  t h e
a m p l i t u d e  o f  t h e  ech o  w i l l  be  s m a l l e r  t h a n  t h e  o r i g i n a l  
f . i . d .  by a f a c t o r  o f  e x p ( - 2 T / T 2 ) .
V a lu e s  o f  T^ and T 2  v a r y  e n o r m o u s l y  f o r  d i f f e r e n t  
m a t e r i a l s .  I n  t h e  c a s e  o f  s o l i d s  T^ may be a s  l o n g  a s  an 
h our  w h i l s t  T 2  may be i n  t h e  o r d e r  o f  t e n s  o f
m i c r o s e c o n d s .  However ,  f o r  l i q u i d s  an d  wet  t i s s u e s  w i t h i n
t h e  b o d y ,  r e l a x a t i o n  t i m e s  u s u a l l y  h a v e  much more 
c o n v e n i e n t  v a l u e s .  F o r  e x a m p le ,  i n  p u r e  w a t e r
T^*T 2  * 3 . 5 s e c s .  In  t i s s u e s  T 2  i s  u s u a l l y  i n  t h e  o r d e r  o f  
t e n s  o f  m i l l i s e c o n d s ,  and  T| h u n d r e d s  o f  m i l l i s e c o n d s .
1 .6  S i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  o f  nmr e x p e r i m e n t s .
The s i g n a l  a p p e a r i n g  a c r o s s  t h e  t u n e d  p i c k u p  c o i l  
w i l l  be g i v e n  by
E = - n A p Q u  (dM / d t )  ( 1 . 1 5 )c ^ o y
w here
E^ = v o l t a g e  a c r o s s  c o i l
A = c r o s s  s e c t i o n a l  a r e a  o f  c o i l
n  = n o .  o f  t u r n s
Q = q u a l i t y  f a c t o r  o f  c o i l
p = f r a c t i o n  o f  c o i l  f i l l e d  by s a m p le
1 6
S i n c e  c o s ( w ^ t ) ,  t h e  s i g n a l  w i l l ,  f rom e q u a t i o n s
1 .9  and  1 . 1 5 ,  h av e  a p e a k  v a l u e  o f
E c (p e a k )  = n  A p Q N g K I + l )
3 k  T ( 1 . 1 6 )
I f  i t  i s  a s sum ed  t h a t  m os t  o f  t h e  e n e r g y  o f  t h e
m a g n e t i c  f i e l d  i s  s t o r e d  w i t h i n  t h e  vo lum e o f  t h e  c o i l
(V^) s u c h  t h a t  l / 2 ( L i ^ )  * 1 / 2 ( V ^ B ^ / u ^ ) ,  t h e n  t h e  nA t e r m
1 / 2i n  t h e  ab o v e  f o r m u l a  may be  r e p l a c e d  by (L V ^ /u ^ )  
y i e l d i n g
E c ( p e a k )  = ( %  L P  Q N g  I ( I ^ l )  w/
3 k T
( 1 . 1 7 )
In o r d e r  t o  e s t i m a t e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s  v o l t a g e
t a k e  L=10"^ H, = 1 0 " ^  m^, p = 1 ,  Q = 1 0 0 ,  N = 10^®
= 25x10^ r / s ,  g = 2 . 7 x 1 0 ^  r a d / s T  and I = 1 / 2 .  T h e se  
a r e  f a i r l y  t y p i c a l  v a l u e s  f o r  a s m a l l  s a m p le  o f  w a t e r ,
and when s u b s t i t u t e d  i n t o  1 . 1 7  g i v e  = 127 pV. Thus
some c a r e  n e e d s  t o  be t a k e n  when p r o c e s s i n g  t h e s e  s m a l l  
s i g n a l s .
In  low  f i e l d  s y s t e m s ,  t h e  m a in  n o i s e  c o n t r i b u t i o n  i n  
t h e  s y s t e m  w i l l  be due t o  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  c o i l ,  an d  
i s  g i v e n  by
E„ = y  4 k  T B R ( 1 . 1 8 )n  p
w here  E^ = rms n o i s e  v o l t a g e  B = b a n d w i d t h  o f  s y s t e m  
Rp= e q u i v a l e n t  p a r a l l e l  r e s i s t a n c e  o f  c o i l
17
L e t t i n g  = Q L and m ak ing  a l l o w a n c e  f o r  t h e  n o i s e
f i g u r e  F o f  t h e  r e c e i v e r ,  an e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s i g n a l  t o  
n o i s e  r a t i o  o f  t h e  nmr e x p e r i m e n t  may be o b t a i n e d  f rom 
1 .1 7  and 1 . 1 8 .
S/N = ( u^  Q g K l + l )  w^^/Z ( 1 . 1 9 )
6 V2 8 ^ / 2  F (k T ) 3 / 2
U s in g  t h e  p r e v i o u s  t y p i c a l  v a l u e s  a l o n g  w i t h  B = 10^ Hz 
and F = 1 . 2 5  ( 2dB ) ,  t h e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  E ^ /E ^  =
112. T h i s  f i g u r e ,  o f  c o u r s e ,  i s  o n l y  v a l i d  i m m e d i a t e l y  
a f t e r  a 90 d e g r e e  p u l s e .  I t  t h e n  r e d u c e s  e x p o n e n t i a l l y  t o  
z e r o  w i t h  t i m e  c o n s t a n t  T 2 ' .
From 1 . 1 9  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  e x p e r i m e n t s  s h o u l d  be 
c a r r i e d  o u t  a t  t h e  h i g h e s t  p o s s i b l e  f r e q u e n c y ,  and  h e n c e  
f i e l d ,  100 MHz b e i n g  t y p i c a l  i n  a s p e c t r o m e t e r .  H ow ever ,  
f o r  s c a n n i n g  p u r p o s e s  s u c h  f r e q u e n c i e s  a r e  i m p r a c t i c a l  
s i n c e  t h e  o u t e r  l a y e r s  o f  t h e  body  a b s o r b  a l a r g e  p o r t i o n  
o f  t h e  r f  e n e r g y  s u p p l i e d  i n  t h e  B^ p u l s e ,  and  t h i s  makes 
i t  d i f f i c u l t  t o  e x c i t e  t h e  n u c l e i  u n i f o r m l y  t h r o u g h o u t  
t h e  r e g i o n  o f  i n t e r e s t .  As a r e s u l t  m o s t  s c a n n e r s  o p e r a t e  
b e t w e e n  1 and 80MHz.
1 .7  S t e a d y  S t a t e  NMR.
A l l  t h e  m e th o d s  d e s c r i b e d  so f a r  h a v e  u s e d  B^ p u l s e s  
t o  o b t a i n  a t r a n s i e n t  nmr s i g n a l .  H ow ever ,  a s t e a d y
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s i g n a l  may be o b t a i n e d  by t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a 
c o n t i n u o u s ,  low l e v e l  f i e l d .  Tn f a c t ,  t h i s  i s  how much 
of  t h e  w ork  was c a r r i e d  o u t  i n  t h e  e a r l y  y e a r s  o f  nmr 
e x p e r i m e n t s .  The B loch  e q u a t i o n  ( 1 . 1 2 )  may s o l v e d  f o r  
s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n s  by s e t t i n g  d M ' / d t = 0 .  T h i s  r e s u l t s  
in  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  
m a g n e t i s a t i o n
” x '  = 8 Tg (w-w^)
1  +  T ' 2 ( w - W g ) 2  +
My. = g T 2
1 + T 2^ (w- ŵ )^  + g^B^^T^Tg
" z '  = 1 + T ; ^ ( w- w„ ) ^  M„
1 + T 2 ^ ( w- w^ ) 2 + g \ ^ T ^ T 2
( 1 . 2 0 )
F o r  c a s e s  w here
g^ B^^ Tg «  1 ( 1 . 2 1 )
t h e  m a g n e t i s a t i o n  i n  t h e  x ' - y '  p l a n e  i n c r e a s e s  l i n e a r l y
w i t h  i n c r e a s i n g  B^ , and h e n c e  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l
i n c r e a s e s .  I f  w=w i t  c a n  be  shown t h a t  M ’ i s  a t  ao y
maximum when g B^ T^Tg = 1 ,  t a k i n g  t h e  v a l u e
M ' = Mq ( T g / T ^ ) ! / ^  ( 1 . 2 2 )
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The t e r m  g^B^^T^T^ i s  g e n e r a l l y  known a s  t h e  " s a t u r a t i o n  
f a c t o r " .  I f  i t  i s  i n c r e a s e d  beyond  u n i t y  a l l  t h e  
m a g n e t i s a t i o n  c o m p o n en ts  a r e  r e d u c e d  and t h e  sam ple  
becomes s a t u r a t e d .  S i n c e  T^ c a n n o t  be  l o n g e r  t h a n  T ^ , 
t h e n  t h e  l a r g e s t  p o s s i b l e  v a l u e  o f  i s  M ^/2 ,  when
T^=T^. The v a r i a t i o n  o f  t h e  m a g n e t i s a t i o n  c o m p o n e n t s  w i t h  
B^ f r e q u e n c y  f o r  t h i s  c a s e  i s  shown i n  f i g  1 . 1 0 .
The a r r a n g e m e n t  o f  f i g . 1 . 7  may be u s e d  f o r  s t e a d y  
s t a t e  nmr e x p e r i m e n t s .  I f  t h e  B^ f i e l d  i s  g i v e n  by 
2 B ^ c o s ( w t ) ,  t h e n  t h e  m a g n e t i s a t i o n  t h a t  i n d u c e s  a s i g n a l  
i n  t h e  p i c k u p  c o i l  w i l l  be g i v e n  by
My = M ^ ' s i n ( w t )  + M y 'c o s ( w t )  ( 1 . 2 3 )
Thus t h e r e  i s  a com ponen t  o f  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  
p r o p o r t i o n a l  t o  M^’ and i n  p h a s e  w i t h  B ^ , and  a n  o u t  o f  
p h ase  com p o n en t  p r o p o r t i o n a l  t o  M ^ ' .
Now i t  i s  i n e v i t a b l e  t h a t  t h e r e  w i l l  b e  some l e a k a g e  
f l u x  from t h e  B^ c o i l  i n t o  t h e  p i c k u p  c o i l .  T h i s  l e a k a g e  
may be many t i m e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f l u x  o f  M^, b u t  
t h i s  f a c t  may be u s e d  t o  a d v a n t a g e .  The M^’ t e r m  w i l l  
c a u s e  a m p l i t u d e  m o d u l a t i o n  o f  t h e  l e a k a g e  s i g n a l ,  a n d  t o  
a f i r s t  o r d e r  t h e  M^' t e r m  w i l l  o n l y  c a u s e  p h a s e  
m o d u l a t i o n  ( s e e  f i g  1 . 1 1 ) .  So by  u s i n g  a n  a .m .  r e c e i v e r  
t h e  p h a s e  m o d u l a t i o n ,  and h e n c e  t h e  M^' t e r m ,  w i l l  be 
i g n o r e d .  Sw eep ing  t h e  f r e q u e n c y  o f  B^ w i l l  t h e r e f o r e  
p ro d u c e  a r e s o n a n c e  s i g n a l  a t  t h e  r e c e i v e r  o u t p u t  o f  t h e  
form shown i n  f i g .  1 . 1 0 . 2 .
2 0
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F i g . 1 . 1 0  V a r i a t i o n  o f  m a g n e t i s a t i o n  c o m p o n e n t s
w i t h  f r e q u e n c y
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l e a k a g e
ranf
F i g .  1 .1 1  M ' p r o d u c e s  p h a s e  m o d u l a t i o n  o f
l e a k a g e
T h i s  was t h e  t e c h n i q u e  u s e d  by B lo c h  i n  h i s  work  
[ 1 . 5 ] ,  a l t h o u g h  a m o d i f i c a t i o n  t o  t h e  m e th o d  a l s o  a l l o w e d  
t h e  com ponen t  t o  be  r e s o l v e d .  An a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h
t a k e n  by B lo e m b e rg e n ,  P u r c e l l  a n d  Pound [ 1 . 6 ]  was t o  u s e  
a s i n g l e  t r a n s m i t / r e c e i v e  c o i l  and b a l a n c e  o u t  t h e  
unw an ted  s i g n a l  co m p o n e n t s  u s i n g  a b r i d g e  c i r c u i t .  A g a in  
s i g n a l s  p r o p o r t i o n a l  t o  and c o u l d  be  o b t a i n e d .
1 .8  A B a s i c  NMR S c a n n e r .
The p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n g  a n  nmr s i g n a l  f rom a
p a t i e n t  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  same a s  t h e  p u l s e d  m e th o d s
d e s c r i b e d  a b o v e .  The p a t i e n t  i s  p l a c e d  i n  a u n i f o r m  
f i e l d  w i t h  a t i g h t l y  c o u p l e d  p i c k u p  c o i l  a r o u n d  h im .  A 
f u r t h e r  c o i l  s e t  p r o v i d e s  t h e  e x c i t i n g  B^ f i e l d .  T h i s  
a l l o w s  a s i g n a l  t o  be  o b t a i n e d ,  b u t  d o e s  n o t  g i v e  any 
i n f o r m a t i o n  a b o u t  w here  t h e  r e s o n a t i n g  m a t e r i a l  i s  
p o s i t i o n e d  i n  s p a c e .  To a c c o m p l i s h  t h i s ,  t h r e e  f u r t h e r
2 2
s e t s  o f  c o i l s  a r e  r e q u i r e d .  Each s e t  p r o d u c e s  a l i n e a r
v a r i a t i o n  o f  t h e  B f i e l d  a l o n g  o n e  o f  t h e  C a r t e s i a no ”
a x e s ,  and  t h e y  a r e  known a s  t h e  x ,  y and z g r a d i e n t s  
r e  s p e c t i v e l y .
The p a t i e n t  i s  g e n e r a l l y  l a i d  a l o n g  t h e  z a x i s ,  and 
a p i c t u r e  made o f  a " s l i c e "  o f  r e s o n a t i n g  m a t e r i a l  i n  t h e  
x - y  p l a n e .  Thus t h e  f i r s t  p r o c e s s  i s  t o  e x c i t e  o n l y  t h o s e  
n u c l e i i  i n  t h e  r e q u i r e d  s l i c e .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  by 
p e r f o r m i n g  t h e  e x c i t a t i o n  w i t h  w h i l s t  t h e  z g r a d i e n t  
i s  a p p l i e d .  The g r a d i e n t  h a s  t h e  e f f e c t  o f  m ak ing  t h e  
Larmor  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  n u c l e i i  w i t h i n  t h e  p a t i e n t  a 
f u n c t i o n  o f  p o s i t i o n  a l o n g  t h e  z a x i s ,  so  t h e  r e s o n a t i n g  
f r e q u e n c y  o f  a p a r t i c u l a r  n u c l e u s  w i l l  be g i v e n  by
w = g B + g z ( d B / d z )  ( 1 . 2 4 )o z
where  d B ^ /d z  i s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  z g r a d i e n t .
The e n v e l o p e  o f  t h e  B^ p u l s e  i s  s h a p e d  so  as  t o  
p r o d u c e  a  w e l l  d e f i n e d  s p e c t r u m .  The w i d t h  o f  t h i s  
s p e c t r u m  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  z 
g r a d i e n t  t h e n  d e f i n e s  t h e  w i d t h  o f  t h e  s l i c e  o f  m a t e r i a l  
t h a t  i s  e x c i t e d  w i t h i n  t h e  p a t i e n t  ( f i g  1 . 1 2 ) .  So by an 
a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  p a r a m e t e r s  a  s l i c e ,  t y p i c a l l y  o f  
w i d t h  1cm, may be g i v e n  a 90 d e g r e e  f l i p .  H ow ever ,  t h e  
n u c l e i i  h av e  b e e n  d e p h a s e d  by  t h e  z g r a d i e n t  a n d  h a v e  t o  
be r e p h a s e d  by t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  g r a d i e n t  i n  t h e  
r e v e r s e  d i r e c t i o n .  The w h o le  o f  t h i s  " s l i c e  s e l e c t i o n "  






F i g . 1 .1 2  S l i c e  s e l e c t i o n  i s  p e r f o r m e d  w i t h  a 
sh a p e d  p u l s e  and a f i e l d  g r a d i e n t
t y p i c a l l y  t a k e s  p l a c e  i n  l e s s  t h a n  5mS.
H aving  d e f i n e d  a s l i c e ,  some form o f  e n c o d i n g  n e e d s  
to t a k e  p l a c e  i n  t h e  x - y  p l a n e .  V a r i o u s  p o i n t - s c a n  and 
l i n e - s c a n  m ethods  have  b e en  u s e d  w here  t h e  p i c t u r e  i s  
b u i l t  up p o i n t  by p o i n t  o r  l i n e  by l i n e .  However ,  t h e s e  
t e c h n i q u e s  a r e  i n e f f i c i e n t  a s  t h e y  th ro w  away i n f o r m a t i o n  
from t h e  r e s t  o f  t h e  s l i c e  w h i l s t  c o n c e n t r a t i n g  on a 
p a r t i c u l a r  p o i n t  o r  l i n e .  T h i s  r e s u l t s  i n  v e r y  l o n g  s c a n  
t i m e s .  Q u i c k e r  m ethods  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t h a t  b u i l d  up 
d a t a  from t h e  whole s l i c e ,  e i t h e r  w i t h  r e s p e c t  t o  a 
r e c t a n g u l a r  o r  p o l a r  s e t  o f  c o o r d i n a t e s .  The p o l a r  method 
w i l l  be d e s c r i b e d  as  i t  i s  e a s i e r  t o  v i s u a l i s e .  In  f a c t
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i t  i s  d e r i v e d  from t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  X - r a y  b r a i n  and 
body s c a n n e r s .
The X  and y g r a d i e n t s  a r e  d r i v e n  so  t h a t  t h e y  
p r o d u c e  a f i x e d  a m p l i t u d e  ” r  g r a d i e n t ” a t  a v a r y i n g  a n g l e  
0 .  W i th o u t  any  r  g r a d i e n t  t h e  w ho le  o f  t h e  s e l e c t e d  s l i c e  
would  r e s o n a t e  a t  a s i n g l e  f r e q u e n c y  i f  T 2 ’ e f f e c t s  w ere  
i g n o r e d .  However ,  when t h e  r  g r a d i e n t  i s  a p p l i e d ,  t h e  
i n d i v i d u a l  moments p r e c e s s  a t  a f r e q u e n c i e s  d e p e n d e n t  on 
t h e i r  p o s i t i o n  i n  t h e  g r a d i e n t  f i e l d .  T h i s  s i g n i f i c a n t l y  
s h o r t e n s  t h e  d e c a y  o f  t h e  s i g n a l , f rom  w h ic h  a s p e c t r u m  
may b e  p r o d u c e d  by F o u r i e r  a n a l y s i s .  The a m p l i t u d e  o f  
t h i s  s p e c t r u m  i s  a m e a s u r e  o f  t h e  q u a n t i t y  o f  r e s o n a t i n g  
m a t e r i a l  a l o n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r  g r a d i e n t  ( f i g .
1 . 1 3 ) .  A f t e r  a p a u s e  t o  a l l o w  t o  b u i l d  u p  a g a i n ,  t h e  
s l i c e  s e l e c t i o n  p r o c e s s  and  r  g r a d i e n t  i s  a g a i n  a p p l i e d ,  
t h i s  t im e  a t  a new a n g l e  0 .  The w h o le  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  
w i t h  0 v a r y i n g  b e t w e e n  0 an d  180 d e g r e e s ,  t y p i c a l l y  i n  1 
d e g r e e  i n t e r v a l s ,  and a s e t  o f  s p e c t r a  i s  o b t a i n e d .
T hese  s p e c t r a  a r e  now " b a c k - p r o j e c t e d ” so  a s  t o  form 
an image o f  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t  ( f i g . 1 . 1 4 ) .  In  p r a c t i c e  
some form o f  s p a t i a l  f i l t e r i n g  h a s  t o  be p e r f o r m e d  i n  
o r d e r  to  a v o i d  a r t i f a c t s  i n  t h e  p i c t u r e s  c a u s e d  by  t h e
f i n i t e  number  o f  p r o j e c t i o n s .  The r e s u l t i n g  im age  may now
be d i s p l a y e d  on a v i d e o  m o n i t o r .
The above  s e q u e n c e  o f  e v e n t s  b u i l d s  up a p i c t u r e





F i g . 1 .1 3  The r - g r a d i e n t  i s  u s e d  t o  o b t a i n  s e t s  o f
s p e c t r a
F i g . 1 . 1 4  B a c k - p r o j e c t i o n  o f  t h e  s p e c t r a  a l l o w s
t h e  image t o  be r e c o n s t r u c t e d
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m a t e r i a l  t h r o u g h o u t  t h e  s l i c e  o f  t h e  p a t i e n t .  H ow ever ,  
t h i s  p i c t u r e  i s  m o d i f i e d  by and  e f f e c t s .  S i m i l a r l y  
p i c t u r e s  b a s e d  on and  T2  may be made u s i n g  t h e
i n v e r s i o n  r e c o v e r y  a n d  s p i n  e c h o  t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  
e a r l i e r ,  b u t  t h e s e  i n  t u r n  d e p e n d  on t h e  q u a n t i t y  o f  
r e s o n a t i n g  m a t e r i a l  p r e s e n t .  F o r  a f u l l e r  d e s c r i p t i o n  o f  
t h e s e  t e c h n i q u e s  s e e  [ 1 . 3 ] .
1 . 9  R e q u i r e d  M agnet  C h a r a c t e r i s t i c s .
A t y p i c a l  m a g n e t  w i l l  c o n s i s t  o f  c o a x i a l  c i r c u l a r  
c o i l s  w here  t h e  p a t i e n t  l i e s  a l o n g  t h e  a x i s .  A l t h o u g h  a 
c l e a r  b o r e  o f  0 .6m d i a m e t e r  m i g h t  be a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  
t o  accom m oda te  a p a t i e n t ,  a Im b o r e  i s  g e n e r a l l y  r e q u i r e d  
i n  o r d e r  t o  f i t  i n  t h e  g r a d i e n t  and  r . f .  c o i l s .
The f i e l d  m a g n i t u d e  n e e d e d  t o  p r o d u c e  good nmr 
im ag es  i s  s t i l l  a much d e b a t e d  s u b j e c t .  S y s te m s  h a v e  b e e n  
b u i l t  t h a t  work  a t  a n y t h i n g  f rom  0 . 0 2 5  t o  2 . 0  T e s l a .  
Image q u a l i t y  a t  1 . 5  T e s l a  i s  n o t  m a r k e d l y  d i f f e r e n t  f rom  
m a c h in e s  o p e r a t i n g  a t  0 . 1 5  t o  0 . 5  T e s l a ,  h o w e v e r ,  a h i g h  
f i e l d  may g i v e  t h e  o p t i o n  o f  p e r f o r m i n g  p h o s p h o r u s  
s p e c t r o s c o p y  w i t h  a r e a s o n a b l e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o .
The f a c t o r  t h a t  f i e l d  m a g n i t u d e  m o s t  a f f e c t s  i s  t h e  
t e c h n o l o g y  w i t h  w h ich  t h e  m ag n e t  i s  c o n s t r u c t e d .  An a i r -  
c o r e d ,  r e s i s t i v e  m agne t  f o r  w h o l e - b o d y  s c a n n i n g  t h a t  i s  
n o t  e x c e s s i v e l y  h e a v y  becom es  p r o h i b i t i v e l y  e x p e n s i v e  t o  
ru n  ab o v e  somew here  b e t w e e n  0 . 1  and  0 . 2  T e s l a .  T h i s  i s
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b e c a u s e  o f  t h e  power  d i s s i p a t i o n  and  t h e  c o s t  o f  r e m o v in g  
t h e  u n w a n te d  h e a t .  A s u p e r c o n d u c t i n g  m agnet  t h e r e f o r e  
becomes  e s s e n t i a l  i f  h i g h  f i e l d s  a r e  r e q u i r e d .  F o r  t h e  
p r e s e n t  work  i t  i s  a s su m ed  t h a t  t h e  m a g n e t s  d e s c r i b e d  a r e  
r e s i s t i v e .  A l t h o u g h  t h e  p h y s i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
two t y p e s  w i l l  i n e v i t a b l y  b e  d i f f e r e n t ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  
m e th o d s  u s e d  f o r  m o d e l l i n g  and d e s i g n  a r e  i d e n t i c a l .  Thus 
t h e r e  i s  l i t t l e  l o s s  i n  g e n e r a l i t y  by c o n s i d e r i n g  o n l y  
r e s i s t i v e  m a g n e t s .  The r e q u i r e d  f i e l d  m a g n i t u d e  w i l l  be 
a s sum ed  t o  be 0 . 1  T e s l a .
In  o r d e r  t o  q u a n t i f y  t h e  r e q u i r e d  f i e l d  h o m o g e n e i t y  
assum e t h a t  a d e f e c t  i n  t h e  f i e l d  m a n i f e s t s  i t s e l f  as  a 
l i n e a r  g r a d i e n t  i n  t h e  x - y  p l a n e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  0 = 
0 d e g r e e s .  When t h e  r  g r a d i e n t  i s  a t  0=0 t h e  g r a d i e n t s  
w i l l  a d d .  The r e s u l t i n g  s p e c t r u m ,  and h e n c e  t h e  s c a n n e d  
o b j e c t ,  w i l l  t h e n  a p p e a r  w i d e r  t h a n  w i t h o u t  t h e  e r r o r  
g r a d i e n t .  S i m i l a r l y ,  when 0 = 180 d e g r e e s  t h e  g r a d i e n t s  
w i l l  s u b t r a c t  a n d  t h e  o b j e c t  a p p e a r s  s m a l l e r .  The p i c t u r e  
e l e m e n t s  ( p i x e l s )  w i l l  t h e r e f o r e  o v e r l a p  when t h e y  a r e  
b a c k - p r o j e c t e d  a n d  r e d u c e  t h e  r e s o l u t i o n  o f  t h e  p i c t u r e .
I f  a maximum o v e r l a p  o f  h a l f  a p i x e l  i s  a l l o w e d  a t  
t h e  p i c t u r e  e d g e ,  t h e n  t h e  e r r o r  i n  t h e  p o s i t i o n i n g  o f  a 
p i x e l  p r o d u c e d  b y  t h e  e r r o r  g r a d i e n t  m u s t  be  l e s s  t h a n  a 
q u a r t e r  o f  a p i x e l  w i d t h ,  s o  t h a t
e r r o r  g r a d i e n t  ^  1  p i x e l  w i d t h
r  g r a d i e n t  4 p i c t u r e  w i d t h  ( 1 . 2 5 )
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T y p i c a l l y ,  t h e  p i c t u r e  w i l l  c o n s i s t  o f  256x256  p i x e l s ,  
t h e  r  g r a d i e n t  w i l l  be ImT a t  a p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  p i c t u r e  e d g e ,  and  t h e  m ain  f i e l d  w i l l  h a v e  a v a l u e  
i n  t h e  o r d e r  o f  lOOmT. The e r r o r  g r a d i e n t  m u s t  t h e r e f o r e  
be l e s s  t h a n  a b o u t  lOuT a t  t h e  p i c t u r e  e d g e ,  w h ich  
c o r r e s p o n d s  t o  lOppm o f  t h e  B^ f i e l d .  So f o r  a  p r a c t i c a l  
s c a n n i n g  d e v i c e  t h e  f i e l d  h o m o g e n e i t y  s h o u l d  n o t  be w o r se  
t h a n  + lOppm t h r o u g h o u t  t h e  vo lum e t h a t  i s  t o  be s c a n n e d .
I f  B i s  i n c r e a s e d  t o  IT  and  t h e  r  g r a d i e n t  o °
m a g n i tu d e  r e m a i n s  u n c h a n g e d ,  t h e n  t h e  a l l o w a b l e  lOuT 
f i e l d  e r r o r  r e q u i r e d  t o  k e ep  t h e  r e s o l u t i o n  c o n s t a n t  now 
c o r r e s p o n d s  t o  a +lppm f i e l d  e r r o r .  T h e r e f o r e  o p e r a t i n g  
a t  h i g h  f i e l d s  a l s o  r e q u i r e s  a t i g h t e r  c o n t r o l  o f  t h e  
f i e l d  h o m o g e n e i t y .  O b v i o u s l y  t h e  e f f e c t  o f  f i e l d  e r r o r s  
may be r e d u c e d  by i n c r e a s i n g  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  r  
g r a d i e n t .  H ow ever ,  t h i s  w ou ld  i n c r e a s e  t h e  b a n d w i d t h  o f  
t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  and  so  i n c r e a s e  t h e  am o u n t  o f  n o i s e  
i n  t h e  p i c t u r e s .  N o i s e  may i n  t u r n  be r e d u c e d  by s i g n a l  
a v e r a g i n g ,  b u t  t h i s  i n c r e a s e s  t h e  t i m e  t a k e n  f o r  a 
c o m p le t e  s c a n .  A b a l a n c e  t h e r e f o r e  h a s  t o  be s t r u c k  
b e tw e e n  p i c t u r e  r e s o l u t i o n ,  n o i s e  and  s c a n  t i m e .  T h i s  i s  
by no means an e a s y  m a t t e r .  F o r  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  
h o w ev e r ,  a u n i f o r m i t y  r e q u i r e m e n t  o f  +10ppm o r  b e t t e r  
w i l l  be  a ssum ed  o v e r  a vo lum e o f  50cms d i a m e t e r  f o r  body  
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CHAPTER 2 .  NMR PROBE SYSTEMS.
2 .1 I n t r o d u c t i o n .
In  o r d e r  t o  s e t  up  and  t e s t  nmr m a g n e t  s y s t e m s  some 
form o f  a c c u r a t e  m a g n e t o m e t e r  m us t  be  a v a i l a b l e .  A H a l l  
e f f e c t  p r o b e  i s  u s u a l l y  t h e  f i r s t  d e v i c e  c o n s i d e r e d  when 
m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  t o  be m e a s u r e d ,  a n d  t h e y  c a n
c e r t a i n l y  m e a s u re  c h a n g e s  i n  f i e l d  o f  t h e  o r d e r  o f  1 p a r t  
i n  1 0 ^ .  However ,  t h e y  a r e  s e n s i t i v e  t o  o r i e n t a t i o n  so  t h e  
a c c u r a c y  o f  t h e i r  m e c h a n i c a l  p o s i t i o n i n g  u s u a l l y  l i m i t s  
t h e  f i e l d  a c c u r a c y  t h a t  c a n  b e  a c h i e v e d .  On t h e  o t h e r  
hand  a nmr p r o b e  i s  r e l a t i v e l y  i n s e n s i t i v e  t o  o r i e n t a t i o n  
and an  a c c u r a c y  o f  1 ppm c a n  be  a c h i e v e d  f a i r l y  r e a d i l y .
A c o n v e n t i o n a l  nmr p r o b e  l o c k s  an o s c i l l a t o r  t o  t h e  
s i g n a l  o b t a i n e d  f rom a  c o n t i n u o u s l y  e x c i t e d  sa m p le  o f
s u i t a b l e  m a t e r i a l .  The o s c i l l a t o r  f r e q u e n c y  c a n  be
r e a d i l y  m e a s u re d  and so t h e  f i e l d  m a g n i t u d e  may be 
d e t e r m i n e d .  S i n c e  t h e  p r o b e  h a s  t o  be  o p e r a t e d
c o n t i n u o u s l y  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  o p e r a t e  i n  c o n j u n c t i o n
w i t h  a n  nmr s c a n n e r .  F o r  t h i s  r e a s o n  a p u l s e d  nmr p r o b e
s y s t e m  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t h a t  may be i n c o r p o r a t e d  i n t o  a
s c a n n e r  w i t h  t h e  minimum o f  h a r d w a r e .  I t  a l s o  l e n d s  
i t s e l f  t o  t h e  m e a s u re m e n t  o f  p u l s e d  f i e l d  g r a d i e n t s .
The p r o b e  may be t u n e d  by  a n  a u t o m a t i c  s y s t e m  u s i n g  
t h e  l o c k - i n  t e c h n i q u e  o f  t h e  c o n v e n t i o n a l  p r o b e .  F o r  t h i s  
r e a s o n  t h e  w o r k i n g s  o f  a s t e a d y  s t a t e  t y p e  o f  nmr p r o b e  
a r e  d e s c r i b e d  f i r s t .
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2 . 2  A c o n v e n t i o n a l  nmr p r o b e .
The b l o c k  d i a g r a m  f o r  a  t y p i c a l  p r o b e  s y s t e m  i s  
shown i n  f i g . 2 . 1 .  A s m a l l  s a m p le  o f  r e s o n a n t  m a t e r i a l  
such  as  w a t e r ,  g r e a s e ,  o r  wax,  h a s  a  t u n e d  c o i l  wound 
a r o u n d  i t  a n d  i s  c o n n e c t e d  t o  an  a m p l i f i e r  and  r e c e i v e r .  
The low l e v e l  s i g n a l  u s e d  f o r  c o n t i n u o u s l y  e x c i t i n g  
t h e  s a m p le  comes f ro m  a v o l t a g e  c o n t r o l l e d  o s c i l l a t o r ,  
and i s  f e d  t o  t h e  c o i l  v i a  a b r i d g e  n e t w o r k  ( s e c t i o n  
1 . 7 ) .  I f  t h e  v c o  i s  sw e p t  o v e r  a  r a n g e  o f  f r e q u e n c i e s  t h e  
o u t p u t  o f  t h e  r e c e i v e r  w i l l  v a r y  a s  a t y p i c a l  r e s o n a n c e  








F i g . 2 . 1  B lo c k  d i a g r a m  o f  a  c o n v e n t i o n a l  p r o b e
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A s e t  o f  H e l m h o l t z  c o i l s  a ro u n d  t h e  p r o b e  i s  u s e d  t o  
move t h e  nmr r e s o n a n c e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f r e q u e n c y
by a l t e r i n g  t h e  B^ f i e l d  s l i g h t l y .  T h e se  c o i l s  a r e  d r i v e n  
by an  a u d i o  f r e q u e n c y  s i g n a l .  I f  t h e  B^ f r e q u e n c y  i s  j u s t  
above  t h e  nmr r e s o n a n c e  ( f i g  2 . 2 )  t h e  o u t p u t  o f  t h e  
r e c e i v e r  w i l l  h a v e  t h e  a u d i o  s i g n a l  s u p e r i m p o s e d  u p o n  i t .  
When t h e  B^ f r e q u e n c y  i s  b e lo w  t h e  nmr r e s o n a n c e  t h e  
a u d i o  s i g n a l  i s  s t i l l  p r e s e n t  b u t  h a s  t h e  o p p o s i t e  p h a s e .  
By p h a s e  s e n s i t i v e  d e t e c t i o n  o f  t h i s  a . f .  s i g n a l  a t  t h e  
r e c e i v e r  o u t p u t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  a c o n t r o l  s i g n a l  
t h a t  i s  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  d e p e n d i n g  on w h ic h  s i d e  o f  
t h e  r e s o n a n c e  t h e  i n j e c t e d  s i g n a l  l i e s .
The r e c e i v e r  o u t p u t  i s  b a n d p a s s  f i l t e r e d  b e f o r e  
p h a s e  s e n s i t i v e  d e t e c t i o n  t o  remove n o i s e ,  a n d  t h e  d . c .  
co m p o n en t ,  w h ich  c a n  c a u s e  d ynam ic  r a n g e  p r o b l e m s .  
F i l t e r i n g  i s  r e q u i r e d  a f t e r  t h e  d e t e c t o r  t o  rem ove t h e  
t w i c e  f r e q u e n c y  co m ponen t  p r o d u c e d  by t h e  m u l t i p l i c a t i o n  
p r o c e s s .  The r e s u l t i n g  c o n t r o l  s i g n a l  i s  f e d  t o  t h e  v co  
v i a  an  i n t e g r a t o r ,  w h ich  c a u s e s  t h e  B^ f r e q u e n c y  t o  move 
to w a r d s  t h a t  o f  t h e  nmr r e s o n a n c e .
When t h e  two f r e q u e n c i e s  a r e  t h e  same t h e  a . c .  
com ponen t  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  r e c e i v e r  w i l l  be  a t  t w i c e  
t h e  a u d i o  f r e q u e n c y  t h a t  m o d u l a t e s  t h e  s a m p l e ,  ( f i g .  2 . 2 )  
and  w i l l  be  rem oved  by  t h e  f i l t e r s .  The d e t e c t o r  o u t p u t  
w i l l  t h e r e f o r e  be z e r o  and so  t h e  i n t e g r a t o r  h o l d s  t h e  
vco  a t  t h a t  f r e q u e n c y .  T h i s  f r e q u e n c y  c a n  t h e n  be 
m e a s u re d  and c o n v e r t e d  t o  a f i e l d  m a g n i t u d e  by
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F i g . 2 .2  R e c e i v e r  o u t p u t  when t h e  r e s o n a n c e  i s  
m o d u l a t e d  by  a n  a u d i o  f r e q u e n c y
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d i v i d i n g  i t  by t h e  m a g n e t o g y r i c  r a t i o  o f  t h e  n u c l e i  
c o n c e r n e d .
T h u s ,  on ce  t h e  f r e q u e n c y  i s  n e a r  t h a t  o f  t h e  nmr 
r e s o n a n c e  t h i s  c i r c u i t  w i l l  l o c k - i n  u n t i l  t h e  two 
f r e q u e n c i e s  a r e  t h e  same.  Once l o c k e d  t h e  p r o b e  may be 
moved p r o v i d e d  t h a t  a n y  c h a n g e  i n  f i e l d  t h a t  may o c c u r  
h a p p e n s  s u f f i c i e n t l y  s l o w l y  t h a t  t h e  c h a n g e  c a n  be 
t r a c k e d .  In  o r d e r  t o  a c h i e v e  l o c k  i n  t h e  f i r s t  p l a c e  i t  
i s  u s u a l l y  n e c e s s a r y  t o  sweep t h e  v c o  a c r o s s  a r a n g e  o f  
f r e q u e n c i e s  t o  f i n d  t h e  r e s o n a n c e .
2 . 3  A p u l s e d  nmr p r o b e .
As w i t h  t h e  c o n v e n t i o n a l  p r o b e ,  t h e  o b j e c t  o f  t h e  
s y s t e m  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  f r e q u e n c y  o f  a nmr s i g n a l  f rom  
a s m a l l  s am p le  o f  a s u i t a b l e  m a t e r i a l .  A f r e e  i n d u c t i o n  
d e c a y  i s  p r o d u c e d  f rom  t h e  s a m p l e  i n  t h e  m a n n e r  d e s c r i b e d  
i n  s e c t i o n  1 . 4 .  The r e s u l t i n g  s i g n a l  i s  f e d  t o  a r e c e i v e r  
where i t  i s  a m p l i f i e d ,  q u a d r a t u r e  d e m o d u l a t e d  and  
f i l t e r e d .  The f r e q u e n c y  o f  t h e  s i g n a l  a p p e a r i n g  a t  t h e  
r e c e i v e r  o u t p u t s  w i l l  b e  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  nmr 
f r e q u e n c y  and t h e  d e m o d u l a t i o n  f r e q u e n c y .  Q u a d r a t u r e  
o u t p u t s  a r e  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  w h e t h e r  i t  i s  a 
" p o s i t i v e "  o r  " n e g a t i v e "  f r e q u e n c y .  T h i s  d i f f e r e n c e  i s  
c a l c u l a t e d  an d  t h e n  a d d ed  ( o r  s u b t r a c t e d )  t o  t h e  known
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d e m o d u l a t i o n  f r e q u e n c y  i n  o r d e r  t o  g i v e  t h e  f r e q u e n c y  o f  
t h e  r e s o n a n c e .  The m a g n i t u d e  o f  t h e  f i e l d  w i l l  t h e n  be 
g i v e n  by = w ^ /g .
The d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y  may be c a l c u l a t e d  by n o t i n g  
t h e  p h a s e  o f  t h e  d e m o d u l a t e d  s i g n a l  i m m e d i a t e l y  a f t e r  t h e  
B^ p u l s e ,  and t h e n  a t  some l a t e r  t i m e  d u r i n g  t h e  f . i . d .  
I t  w i l l  be g i v e n  s i m p l y  by  t h e  c h a n g e  i n  p h a s e  d i v i d e d  by 
t h e  e l a p s e d  t i m e .  S i n c e  t h e  s i g n a l s  a r e  n o i s y  and  
d e c a y i n g  e x p o n e n t i a l l y ,  t h e r e  w i l l  b e  an  opt imum l e n g t h  
o f  t i m e  f o r  t h e  m e a s u re m e n t  t o  t a k e  p l a c e .  M o r e o v e r ,  
s i n c e  t h e  r a t e  o f  d e c a y  i s  d e p e n d e n t  on t h e  u n i f o r m i t y  o f  
t h e  f i e l d  t h a t  t h e  p r o b e  i s  p l a c e d  i n ,  t h i s  m e a s u re m e n t  
t im e  w i l l  v a r y  f rom p o i n t  t o  p o i n t .
To c o n s i d e r  t h e  f r e q u e n c y  e r r o r s  p r o d u c e d  i n  t h i s  
s y s t e m  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l s  a r e  a s s u m e d ,  r e a s o n a b l y ,  t o  
be c o n t a m i n a t e d  by G a u s s i a n  n o i s e .  The n o i s e  w i l l  
i n t r o d u c e  b o t h  a m p l i t u d e  m o d u l a t i o n ,  w hich  i s  o f  no 
c o n s e q u e n c e ,  a n d  p h a s e  m o d u l a t i o n .  I f  s i s  t h e  rms 
v o l t a g e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  ( a s  g i v e n  by e q . 1 . 1 9 )  t h e n  
a s s u m i n g  t h a t  t h e  p h a s e  o f  t h e  u n c o n t a m i n a t e d  s i g n a l  i s  
z e r o  d e g r e e s ,  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  
n o i s y  s i g n a l ' s  p h a s e  w i l l  be  g i v e n  by
36
p ( 0 )  = e x p ( - s ^ )
2 t t
+  1 / s ^  C O S 0  e x p ( - s ^ s i n ^ O ) ( 1 + e r f ( s c o s O ) )
( 2 . 1 )
( f rom  Schwarz  [ 2 . 1 ] )
2
T h i s  e x p r e s s i o n  may be  s i m p l i f i e d  by  a s s u m i n g  t h a t  s ^ 1 ,  
and  r e s t r i c t i n g  e v a l u a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  to  G <C5 
d e g r e e s .  H en c e ,  s i n  G <= G, c o s  0 4= 1 ,  and  e r f ( s  c o s  0)  ^  
1 ,  whereupon
p ( 0 )  4= e x p ( - s ^ G ^ )
( /  ( 2 . 2 )
T h i s  i s  a G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  w i t h  z e r o  m ean ,  and  a
2
v a r i a n c e  o f  l / 2 s  . I f  t h e  o r i g i n a l  s i g n a l  d o e s  n o t  h a v e  a 
z e r o  p h a s e  a n g l e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  w i l l  s i m p l y  h a v e  i t s  
mean s h i f t e d  t o  a new v a l u e .
The p h a s e  m e a s u re m e n t  i m m e d i a t e l y  a f t e r  t h e  p u l s e  
w i l l  t h e r e f o r e  h a v e  a  rms e r r o r  o f  l / s \ f 2 ^  r a d i a n s ,  w h i l s t  
t h e  l a t e r  m e a s u re m e n t  h a s  a n  e r r o r  o f  e x p ( T / T 2  ) / s \ /T  r a d s ,  
where  T i s  t h e  p e r i o d  b e t w e e n  t h e  two m e a s u r e m e n t s .  S i n c e  
t h e  v a r i a n c e s  o f  t h e  p h a s e s  ad d  when t h e  two m e a s u r e m e n t s  
a r e  s u b t r a c t e d ,  t h e  rms f r e q u e n c y  e r r o r  p r o d u c e d  by  t h e  
n o i s e  w i l l ,  on a v e r a g e ,  be  g i v e n  by
" e r r  = <1 + e x p ( 2 T / T 2 ))
\ f 2  s  T  ( 2 . 3 )
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A p l o t  o f  v e r s u s  measurement t ime f o r  t h e  c a s e
.mumwhen s= 1 0 0 ,  and T 2 = 0 .0 1 s  i s  shown I n  f i g  2 . 3 .  The o p t i  
m easurem ent  t i m e  i s  a p p r o x i m a t e l y  1 . 1 1  t i m e s  T 2 *, a l t h o u g h  
from t h e  p l o t  i t  i s  c l e a r  t h a t  a v a r i a t i o n  o f  -50% t o
+100% in  t h e  m e a s u re m e n t  t i m e  d o e s  n o t  i n c r e a s e  t h e  e r r o r
by more t h a n  30%.
3
I f  t h e  1cm sam ple  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  1 w ere
u s e d  as a f i e l d  p r o b e ,  t h e n  i t  w ould  h a v e  an rms
f r e q u e n c y  e r r o r  o f  0 . 29Hz, a s s u m i n g  a o f  10 ms. T h i s  
c o r r e s p o n d s  t o  a f i e l d  e r r o r  o f  b e t t e r  t h a n  O.lppm a t  0 .1  
T e s l a .  T h i s  s o r t  o f  f i e l d  p r o b e  i s  t h e r e f o r e  q u i t e  
s u i t a b l e  f o r  m e a s u r i n g  f i e l d  u n i f o r m i t y  t o  t h e  r e q u i r e d  
a c c u r a c y .
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F i g . 2 . 3  V a r i a t i o n  o f  f r e q u e n c y  e r r o r
m e a s u re m e n t  t im e
wi th
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2 . 4  A s t a n d  a l o n e  p u l s e d  nmr p r o b e  s y s t e m
When m aking  m e a s u re m e n t s  on a r e s i s t i v e  m a g n e t  i t  
c a n  be d i f f i c u l t  t o  s e p a r a t e  t h e  e f f e c t s  o f  d r i f t  i n  t h e  
magnet  from d r i f t  i n  t h e  power s u p p l y  c u r r e n t .  By 
c o n s t r u c t i n g  a s y s t e m  w i t h  one  p r o b e  u s e d  as  a f i x e d  
r e f e r e n c e  and t h e  o t h e r  m o v eab le  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
v i r t u a l l y  e l i m i n a t e  t h e  e f f e c t s  o f  pow er  s u p p l y  d r i f t  by 
l o o k i n g  a t  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  p r o b e  m e a s u r e m e n t s  
r a t h e r  t h a n  t h e i r  a b s o l u t e  v a l u e s .
The p r o b e s  a r e  b a s e d  a r o u n d  a s a m p le  o f  o i l  
c o n t a i n e d  i n  a p e r s p e x  t u b e  6.5mm d i a m e t e r  an d  5mm l o n g .  
O i l  i s  u s e d  b e c a u s e  i t s  T^ o f  50ms a l l o w s  t h e  p r o b e  t o  be  
p u l s e d  q u i c k l y  i f  r e q u i r e d ,  w i t h  l i t t l e  s a t u r a t i o n  
o c c u r i n g .  The p i c k u p  c o i l  c o n s i s t s  o f  c o p p e r  w i r e  c l o s e  
wound on t h e  o u t s i d e  o f  t h e  t u b e ,  t h e  num ber  o f  t u r n s  
b e i n g  c h o s e n  so  as  to  p r o v i d e  a s e n s i b l e  v a l u e  o f  
i n d u c t a n c e  f o r  t u n i n g  p u r p o s e s ,  i n  t h i s  c a s e  9uH. F i l l i n g  
f a c t o r  f o r  t h e  c o i l  i s  0 . 6 ,  and t h e  q u a l i t y  f a c t o r ,  Q, i s  
m e a s u re d  to  be 40 a t  3MHz. A m e t r e  l e n g t h  o f  t w i n a x  
c o n n e c t s  t h e  p r o b e  t o  a b a l a n c e d  p r e a m p l i f i e r  w i t h  f e t  
i n p u t s ,  and  a 100 ohm l i n e  c o n n e c t s  t h i s  a m p l i f i e r  t o  t h e  
r e c e i v e r .  The s am p le  t u b e  s l i d e s  i n t o  a f o r m e r  on  w h ich  
a r e  wound t h e  H e l m h o l t z  c o i l s  f o r  t h e  f i e l d .  T h i s
f o r m e r  i s  22mm d i a m e t e r  and 16mm l o n g ,  a n d  so t h e  
c o m p l e t e  p r o b e  fo rm s  a  co m p a c t  u n i t  ( p h o t o g r a p h  on  page  
5 0 ) .  In  o r d e r  t o  r e d u c e  t h e  num ber  o f  a d j u s t m e n t s  t h a t  











F i g .  2 . 4  B lo ck  d i a g r a m  o f  a p u l s e d  nmr p r o b e
t h e s e  c o i l s  a r e  n o t  t u n e d .  I n s t e a d  t h e y  a r e  c o n n e c t e d  v i a  
50ohm l i n e  an d  t e r m i n a t i n g  n e t w o r k  t o  t h e  o u t p u t  o f  a  30 
w a t t  b r o a d b a n d  a m p l i f i e r .
The r e c e i v e r  i s  a t r f  d e s i g n  w i t h  t h e  r e f e r e n c e  
f r e q u e n c y  b e i n g  p r o v i d e d  by a d i g i t a l l y  p r o g r a m a b l e ,  
c r y s t a l - l o c k e d  s y n t h e s i s e r .  T h i s  r e f e r e n c e  f r e q u e n c y  i s  
d i v i d e d  by f o u r  a n d  p r o d u c e s  t h e  s i n  a n d  c o s  s i g n a l s  a t  
t h e  d e m o d u l a t i o n  f r e q u e n c y  t h a t  a r e  r e q u i r e d  f o r  
p r o d u c i n g  q u a d r a t u r e  o u t p u t s .  B a s e b a n d  f i l t e r i n g  i s  
p r o v i d e d  by 6 p o l e  f i l t e r s  w i t h  a c u t o f f  f r e q u e n c y  o f  
5kH z.
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The r e c e i v e r  o u t p u t s  a r e  f e d  t o  a d a t a  c o l l e c t i o n  
and c o n v e r s i o n  s y s t e m  a l o n g  w i t h  t h e  o u t p u t s  f rom  t h e  
second  p r o b e .  T h e se  f o u r  s i g n a l s  a r e  s a m p le d  a t  t h e  same 
i n s t a n t  a n d  c o n v e r t e d  i n t o  8 b i t  b i n a r y  w o rd s  i n  t u r n .  
P r o c e s s i n g  o f  t h e s e  s a m p le s  i s  a c c o m p l i s h e d  w i t h  a 
M o to r o l a  MC6809 m i c r o p r o c e s s o r  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a  
N a t i o n a l  S e m i c o n d u c t o r s  MM57109 N u m b e r - O r i e n t e d  P r o c e s s o r  
t h a t  p e r f o r m s  a l l  t h e  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s ,  a l b e i t  
r a t h e r  s l o w l y .  A c o u n t e r  k e e p s  t r a c k  o f  t h e  num ber  o f  
s a m p le s  t a k e n  s i n c e  t h e  p r o c e s s o r  d o e s  n o t  o p e r a t e  
s u f f i c i e n t l y  f a s t .  C o u n t e r s  a l s o  n o t e  t h e  num ber  o f  
q u a d r a n t s  t h a t  t h e  p h a s o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  s i g n a l  h a s  
p a s s e d  t h r o u g h  i n  o r d e r  t o  r e s o l v e  p h a s e  a m b i g u i t i e s .
Upon s t a r t i n g  t h e  s y s t e m  t h e  o p e r a t o r  i s  a s k e d  f o r  a 
f r e q u e n c y  from w h ic h  t o  s t a r t  l o o k i n g  f o r  a nmr s i g n a l .  
The p r o b e  s a m p l e s  a r e  s u b j e c t e d  t o  a 90 d e g r e e  p u l s e  an d  
t h e  r e c e i v e r  o u t p u t s  m o n i t o r e d .  I f  a  s i g n a l  i s  n o t  
d e t e c t e d  f rom  e i t h e r  p r o b e  t h e  r e c e i v e r  i s  r e t u n e d  t o  a  
f r e q u e n c y  3kHz h i g h e r  and  t h e  p r o c e s s  r e p e a t e d .  In  t h i s  
m an n e r  a r e s o n a n c e  w i l l  be e x c i t e d  3 t i m e s  w h i l s t  w i t h i n  
t h e  b a n d w i d t h  o f  t h e  r e c e i v e r ,  so  i t  i s  i m p o s s i b l e  f o r  
t h e  s i g n a l  t o  be m i s s e d .
H a v in g  fo u n d  a s i g n a l ,  s a m p l i n g  i s  p e r f o r m e d  u n t i l  
t h e  f . i . d .  w i t h  t h e  s h o r t e r  t im e  c o n s t a n t  h a s  f a l l e n  t o  
t h e  r e q u i r e d  f r a c t i o n  o f  i t s  o r i g i n a l  l e v e l . The num ber  
p r o c e s s o r  p e r f o r m s  t h e  r e q u i r e d  c a l c u l a t i o n s  a n d  t h e  
f r e q u e n c i e s  o f  t h e  two s i g n a l s  a r e  d i s p l a y e d ,  a l o n g  w i t h
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t h e i r  d i f f e r e n c e  i n  p a r t s  p e r  m i l l i o n .  B e f o r e  r e p e a t i n g  
t h e  s e q u e n c e ,  t h e  s y n t h e s i s e r  i s  r e t u n e d  t o  l i e  h a l f w a y  
b e tw e e n  t h e  two s i g n a l  f r e q u e n c i e s .  I f  o n l y  o n e  s i g n a l  i s  
p r e s e n t  t h e n  o n l y  one  f i g u r e  f o r  f r e q u e n c y  i s  d i s p l a y e d ,  
and t h e  s y n t h e s i s e r  i s  t u n e d  a s  c l o s e  t o  t h e  s i g n a l  
f r e q u e n c y  a s  p o s s i b l e .  The c i r c u i t  d i a g r a m s  f o r  t h e  
c o m p l e t e  s y s t e m  a r e  g i v e n  i n  a p p e n d i x  2 . 1 .
2 .5  P e r f o r m a n c e  o f  t h e  s t a n d  a l o n e  s y s t e m .
An e x p r e s s i o n  f o r  t h e  rms s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  o f  
an  nmr e x p e r i m e n t  h a s  b e e n  g i v e n  i n  e q .  1 . 1 9 ,  and  i t  i s  
w o r t h w h i l e  c o m p a r in g  t h i s  t h e o r e t i c a l  v a l u e  w i t h  
m e a s u re m e n t s  made o n  t h e  a c t u a l  s y s t e m .
A q u a n t i t y  n o t  r e a d i l y  a v a i l a b l e  i s  t h e  n o i s e  f a c t o r  
o f  t h e  p r e a m p l i f i e r ,  s i n c e  no  d e t a i l e d  n o i s e  m e a s u r e m e n t s  
have  b e en  p e r f o r m e d  u pon  i t .  H ow ever ,  u s i n g  t h e  
m a u f a c t u r e r s  t y p i c a l  f i g u r e s  o f  lOnV/^Hz n o i s e  v o l t a g e ,  
and n e g l i g i b l e  n o i s e  c u r r e n t  f o r  t h e  i n p u t  f e t s ,  a n o i s e  
f i g u r e  o f  1 . 3 9  (2 .9 d B )  may be  c a l c u l a t e d .  The f i g u r e  
a p p l i e s  when t h e  p r e a m p l i f i e r  i s  u s e d  w i t h  t h e  c o i l s  
d e s c r i b e d  e a r l i e r  t h a t  h a v e  a n  e q u i v a l e n t  o f  6 .8kohm s  
a t  3MHz. T h i s  r a t h e r  p o o r  n o i s e  f i g u r e  i s  due  t o  t h e  low 
im p e d a n c e  o f  t h e  c o i l .  I f  Q w ere  i n c r e a s e d  t h e n  w ou ld  
a l s o  i n c r e a s e  a l o n g  w i t h  i t s  n o i s e  v o l t a g e .  The n o i s e  
v o l t a g e  o f  t h e  p r e a m p l i f i e r  w ou ld  t h e n  be  a s m a l l e r  
f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  n o i s e ,  g i v i n g  a c o r r e s p o n d i n g  
im p ro v em en t  i n  n o i s e  f i g u r e .  T h i s  d o e s  n o t  mean t h a t  t h e
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s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  h a s  w o r s e n e d  b e c a u s e  t h e  s i g n a l
v o l t a g e  w i l l  h a v e  i n c r e a s e d  i n  p r o p o r t i o n  to  Q, w h i l s t
1 / 2t h e  n o i s e  v o l t a g e  w i l l  o n l y  h a v e  i n c r e a s e d  a s  Q 
So p u t t i n g  t h e  f o l l o w i n g  d a t a  i n t o  e q u a t i o n  1 . 1 9
= 1 .6 6 x 1 0  ^ g = 2 .6 7 x 1 0 ^  r a d / s e c / T e s l a
p = 0 .6  f i  = 1 .0 6 x 1 0  J / r a d / s e c
Q = 40 1 = 1 / 2
N = 6 . 6 9 x 1 0 ^ 8  kT = 4 x 1 0 " ^ ^  J  ( a t  2 9 OK)
w^ = 1 8 .8 5 x 1 0 ^  r a d / s e c  F = 1 . 3 9
B = 10^  Hz
y i e l d s  an rms s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  o f  71 a t  t h e
b e g i n n i n g  o f  an  f . i . d .  T h i s  c o m p a re s  w i t h  m e a s u r e d  v a l u e s  
o f  62 a n d  73 f o r  t h e  two p r o b e s .  D e s p i t e  s e v e r a l  a t t e m p t s  
t o  d i s c o v e r  t h e  c a u s e ,  t h e  r e a s o n  f o r  t h e  d i s c r e p a n c y  
b e tw e e n  t h e  two m e a s u r e d  v a l u e s  h a s  n o t  b e e n  d i s c o v e r e d .  
The d i f f e r e n t i a l  n a t u r e  o f  t h e  m u l t i s t a g e  p r e a m p l i f i e r
makes i t  q u i t e  d i f f i c u l t  t o  t r a c k  down t h e  p r o b l e m .
N e v e r t h l e s s ,  e q u a t i o n  1 . 1 9  d o e s  a p p e a r  t o  g i v e  a
r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  o f  t h e  s i g n a l  t o  n o i s e  r a t i o  o f  t h e  
nmr e x p e r i m e n t .
H a v in g  o b t a i n e d  t h e s e  m e a s u r e d  v a l u e s ,  e q u a t i o n  2 . 3  
may b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  l i k e l y  f r e q u e n c y  e r r o r  t h a t
i s  i n t o d u c e d  by  t h e  n o i s e .  W i th  a m e a s u re m e n t  t i m e  o f
17ms,  e r r o r s  o f  1 . 6 5  an d  1 . 9 4  r a d / s e c  a r e  o b t a i n e d .  Thus  
t h e  c o m bined  p r o b e  m e a s u r e m e n t s  w i l l  g i v e  r i s e  t o  an 
a p p a r e n t  f r e q u e n c y  e r r o r  o f  0 .14ppm  a t  3MHz. I n  o r d e r  t o  
co m p a re  t h i s  w i t h  o b s e r v e d  e r r o r s  d i s p l a y e d  by  t h e
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m i c r o p r o c e s s o r  s y s t e m  a s e t  o f  45 m e a s u r e m e n t s  w e re  t a k e n  
and t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  f o u n d . The rms f i e l d  e r r o r  was 
found  to  be 0 .15ppm  and a g r e e s  w e l l  w i t h  t h e  e x p e c t e d  
v a l u e .
The r e a s o n  f o r  u s i n g  a p a i r  o f  p r o b e s  was t o  
e l i m i n a t e  t h e  e f f e c t  o f  pow er  s u p p l y  d r i f t .  D e l i b e r a t e l y  
c h a n g i n g  t h e  m a g n e t  c u r r e n t  by  7000ppm d i d  n o t  c h a n g e  t h e
r e s u l t s  d i s p l a y e d  by t h e  p r o b e  s y s t e m ,  an d  so t h i s
o b j e c t i v e  h a s  b e e n  a c h i e v e d .
The s y s t e m  t a k e s  a b o u t  2 s e c o n d s  t o  p r o c e s s  and 
d i s p l a y  e a c h  m e a s u r e m e n t ,  w i t h  m o s t  o f  t h e  t im e  b e i n g  
s p e n t  p e r f o r m i n g  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s .  T h i s  makes  t h e  
i n s t r u m e n t  r a t h e r  t e d i o u s  t o  u s e  a s  i t  i s  t e m p t i n g  t o
l o o k  a t  a c o u p l e  o f  c o n s e c u t i v e  r e a d i n g s  i n  c a s e  r f
i n t e r f e r e n c e  h a s  c a u s e d  s p u r i o u s  r e s u l t s .  R e p l a c i n g  t h e  
n u m e r i c a l  p r o c e s s o r  w i t h  a n  AMD Am9511 w o u ld  r e d u c e  t h e  
c a l c u l a t i o n  t i m e  t o  200ms,  m ak ing  t h e  i n s t r u m e n t  much 
e a s i e r  t o  u s e .
2 . 6  An a u t o m a t i c a l l y  t u n e d  p r o b e  s y s t e m .
A s e t  o f  f i e l d  p r o b e s  h a s  a l s o  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  
t h e  ’’NEPTUNE" s c a n n e r ,  i n s t a l l e d  a t  Ham m ersm ith  H o s p i t a l ,  
London .  The i n t e n t i o n  i s  t o  p r o v i d e  a q u i c k  c h e c k  on 
f i e l d  u n i f o r m i t y  b e f o r e  s c a n n i n g ,  i n  c a s e  a n y  f e r r o u s  
m a t e r i a l  h a s  a c c i d e n t a l l y  b e e n  b r o u g h t  i n t o  t h e  v i c i n i t y
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of  t h e  m a g n e t .  A l s o ,  t h e y  a r e  u s e d  f o r  c a l i b r a t i n g  t h e  r  
g r a d i e n t s .  A f u r t h e r  r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  t h e i r  t u n i n g  
s h o u ld  b e  made a u t o m a t i c  i n  o r d e r  t o  m i n i m i s e  t h e  am ount  
of  s e t t i n g  up t h a t  i s  r e q u i r e d  by an  o p e r a t o r .
A s e t  o f  f o u r  p r o b e s  i s  p r o v i d e d ,  a l l  i n  t h e  x - y  
p l a n e ,  w i t h  o n e  a l o n g  e a c h  o f  t h e  + x ,  - x ,  +y and - y  a x e s .  
They a r e  m o un ted  i n  t h e  s t r u c t u r e  t h a t  s u r r o u n d s  t h e  
p a t i e n t  an d  c o n t a i n s  t h e  and  p i c k u p  c o i l s .  S i n c e  t h e y  
a r e  a l r e a d y  i n  t h e  m a in  B^ f i e l d  t h e r e  i s  no  n e e d  t o
s u p p l y  them w i t h  i n d i v i d u a l  B^ c o i l s .  The p r o b e  h e a d  h a s  
t h u s  become q u i t e  a s i m p l e  d e v i c e .
As t h e  p r o b e s  a r e  t o  b e  u s e d  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  
r  g r a d i e n t  t h e y  m u s t  h a v e  a s m a l l  c r o s s  s e c t i o n  i n  t h e  x -  
y p l a n e .  Thus e a c h  p r o b e  c o n s i s t s  o f  a n  o i l  s am p le  i n  a 
1mm i n t e r n a l  d i a m e t e r  g l a s s  t u b e ,  20mm l o n g ,  a n d  
overwound w i t h  a c o p p e r  w i r e  c o i l .  The c o i l s  a r e  made 
t u n e a b l e  b e t w e e n  8 a n d  lOMHz by t h e  u s e  o f  v a r i c a p  
d i o d e s .
P r e a m p l i f i e r s  a r e  h o u s e d  i n s i d e  t h e  t r o l l e y  on  w h ic h  
t h e  p a t i e n t  i s  moved i n t o  t h e  m a g n e t ,  and  t h e s e  a r e
c o n n e c t e d  v i a  100 ohm l i n e s  t o  a  r e c e i v e r .  T h i s  r e c e i v e r
h a s  o n l y  two c h a n n e l s ,  a n d  so s w i t c h i n g  i s  p r o v i d e d  so
t h a t  t h e  c e n t r a l  c o m p u t e r  c a n  s e l e c t  e i t h e r  a p a i r  o f  
v e r t i c a l l y  s p a c e d  p r o b e s ,  o r  a p a i r  o f  h o r i z o n t a l l y  
s p a c e d  o n e s .  A p a r t  f rom  t h i s  i t  i s  v i r t u a l l y  i d e n t i c a l  t o  
t h e  r e c e i v e r / d a t a  c o n v e r s i o n  s y s t e m  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y .  
P r o c e s s i n g  i s  p e r f o r m e d  i n  t h i s  c a s e ,  h o w e v e r ,  by  t h e
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c e n t r a l  c o m p u te r  r a t h e r  t h a n  a s t a n d  a l o n e  m i c r o p r o c e s s o r  
s y s t e m .
The c i r c u i t r y  r e q u i r e d  t o  a u t o m a t i c a l l y  t u n e  t h e  
p r o b e s  f i t s  a r o u n d  t h e  r e c e i v e r  and  d o e s  n o t  i n t e r f e r e  
w i t h  i t s  w o r k i n g  i n  any  way.  I t  i s  a s su m e d  t h a t  a n  nmr 
s i g n a l  h a s  a l r e a d y  b e e n  fo u n d  u s i n g  t h e  m a in  p i c k - u p  
c o i l ,  an d  t h a t  t h e  main  c o i l s  a r e  c o n t i n u o u s l y  e x c i t e d  
a t  a low l e v e l  so  t h a t  t h i s  f r e q u e n c y  c a n  be p i c k e d  up by 
t h e  p ro b e  c o i l s .  A l o c k - i n  c i r c u i t  now a d j u s t s  t h e  
v o l t a g e s  s u p p l i e d  t o  t h e  v a r i c a p  d i o d e s  t h a t  t u n e  t h e  
p r o b e s  s o  t h a t  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l s  a r e  a t  a maximum.
The l o c k - i n  w orks  i n  t h e  same m an n e r  a s  t h a t  o f  t h e  
c o n v e n t i o n a l  nmr p r o b e .  I t s  b l o c k  d i a g r a m  i s  shown i n  
f i g .  2 . 5  and t h e  c i c u i t  d i a g r a m s  a r e  i n  a p p e n d i x  2 . 1 .  The 
i n j e c t e d  s i g n a l  i s  p i c k e d  up by t h e  p r o b e  a n d  p a s s e d  
t h r o u g h  t h e  r e c e i v e r  s y s t e m .  S i n c e  t h e  r e c e i v e r  h a s  
q u a d r a t u r e  o u t p u t s  a s q u a r e  r o o t  o f  t h e  sum o f  s q u a r e s  
c i r c u i t  i s  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  s i g n a l  m a g n i t u d e .  In  o r d e r  
to  move t h e  p r o b e  t u n i n g  c l o s e r  t o  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  
i n j e c t e d  s i g n a l  t h e  v a r i c a p  v o l t a g e  i s  m o d u l a t e d  w i t h  a 
lOOHz s i g n a l  f rom  a Wien b r i d g e  o s c i l l a t o r .  The r e s u l t i n g  
m o d u l a t i o n  a t  t h e  r e c e i v e r  o u t p u t  i s  p h a s e  s e n s i t i v e  
d e t e c t e d ,  f i l t e r e d ,  and  c o n v e r t e d  t o  a p a i r  o f  l o g i c  
s i g n a l s .  One o f  t h e s e  s i g n a l s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  d e t e c t o r  
o u t p u t  i s  p o s i t i v e ,  an d  t h e  o t h e r  t h a t  i t  i s  n e g a t i v e .  
The c i r c u i t s  t h a t  p r o d u c e  t h e s e  s i g n a l s  h a v e  a d e a d  band 









F i g . 2 .5  B lo c k  d i a g r a m  o f  t h e  a u t o m a t i c  t u n i n g
s y s t e m
any n o i s e  c a u s i n g  s p u r i o u s  r e s u l t s ,  o r  h u n t i n g  when t h e  
p ro b e  i s  i n  t u n e .
T h e se  l o g i c  s i g n a l s  i n  t u r n  d r i v e  a n  u p /d o w n  c o u n t e r  
c o n n e c t e d  to  a d i g i t a l  t o  a n a l o g u e  c o n v e r t e r .  T h i s  
r e p l a c e s  t h e  i n t e g r a t o r  o f  t h e  l o c k - i n  c i r c u i t ,  and i t  
a l l o w s  t h e  c o r r e c t  v a r i c a p  v o l t a g e  t o  b e  m a i n t a i n e d  when 
t h e  t u n i n g  p r o c e s s  h a s  s t o p p e d  and  t h e  p r o b e s  r e v e r t  t o  
t h e i r  n o r m a l  mode o f  o p e r a t i o n .
When t h e  a u t o m a t i c  t u n i n g  p r o c e s s  i s  i n i t i a t e d  t h e  
c o u n t e r  i s  c l e a r e d  an d  t h e n  s l o w l y  i n c r e m e n t e d ,  f o r c i n g  
t h e  p r o b e  t o  sweep t h r o u g h  i t s  t u n i n g  r a n g e .  When t h e  
i n j e c t e d  s i g n a l  i s  p i c k e d  up by  t h e  r e c e i v e r  t h e  l o c k - i n
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t a k e s  c o n t r o l .  A lamp i s  l i t  when t u n i n g  i s  c o m p l e t e ,  
i n d i c a t e d  by  b o t h  o f  t h e  l o g i c  s i g n a l s  b e i n g  f a l s e .  The 
s y s t e m  m anages  t o  t u n e  t h e  p r o b e  t o  w i t h i n  IdB o f  i t s  
maximum s e n s i t i v i t y .
2 .7  C o n c l u s i o n s .
The a g r e e m e n t  o f  m e a s u r e d  v a l u e s  f o r  s i g n a l  t o  n o i s e  
r a t i o  an d  m e a s u r e m e n t  a c c u r a c y  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l l y  
d e r i v e d  v a l u e s  i s  e n c o u r a g i n g .  I t  s u g g e s t s  t h a t  i t  i s  
p o s s i b l e  to  d e s i g n  nmr p r o b e s  f o r  u s e  a t  a p a r t i c u l a r  
f i e l d  m a g n i t u d e ,  and be r e a s o n a b l y  c o n f i d e n t  t h a t  t h e y  
w i l l  p e r f o r m  t o  t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y .
The p u l s e d  nmr p r o b e  i s  q u i t e  a s o p h i s t i c a t e d  
i n s t r u m e n t .  I t  c a n  s e a r c h  f o r  a r e s o n a n c e ,  make
m e a s u r e m e n t s  f o r  a n  op t im um  l e n g t h  o f  t i m e  and d i s p l a y  
t h e  r e s u l t s .  O t h e r  u s e f u l  f e a t u r e s  i n c l u d e  f r e e d o m  f ro m  
d r i f t  i n  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  f i e l d  when two p r o b e s  
a r e  u s e d ,  a n d  t h e  a b i l i t y  t o  make t h e  i n s t r u m e n t  s e l f
t u n i n g .  A l l  t h i s  makes s u c h  an  i n s t r u m e n t  v e r y  e a s y  t o  
u s e ,  w i t h  t h e  minimum o f  s e t t i n g  up r e q u i r e d  by t h e
o p e r a t o r .  I t  i s  a l s o  a p p a r e n t  t h a t  a s  a  s t a n d  a l o n e  u n i t  
i t  c o n t a i n s  a l a r g e  am ount  o f  h a r d w a r e .
H ow ever ,  when u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  a c o m p l e t e  
s c a n n i n g  s y s t e m ,  t h e  r e c e i v e r ,  d a t a  c o l l e c t i o n  s y s t e m ,  
and c o m p u t e r  w i l l  a l r e a d y  be be p r e s e n t .  The e x t r a
m e a s u re m e n t  h a r d w a r e  i s  t h e r e f o r e  r e d u c e d  t o  t h e  p r o b e
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h ead  i t s e l f  ( w i t h  o r  w i t h o u t  c o i l s )  a p r e a m p l i f i e r ,  
and  any t u n i n g  e q u i p m e n t .  I f  t u n i n g  i s  p e r f o r m e d  m a n u a l l y  
t h e n  t h e  e q u ip m e n t  r e q u i r e d  i s  m i n i m a l ,  e v e n  when 
compared  w i t h  t h e  c o n v e n t i o n a l  c o n t i n u o u s l y - e x c i t e d  
p r o b e .
The p r e s e n c e  o f  g e n e r a l  p u r p o s e  nmr and  c o m p u t i n g  
s y s t e m s  a l l o w s  v a r i o u s  o t h e r  im p r o v e m e n t s  t o  be made.  In  
t h e  c a s e  o f  t h e  NEPTUNE p r o b e s  a l e a s t  s q u a r e s  f i t  i s  
p e r f o r m e d  on many d a t a  p o i n t s  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  
r a t e  o f  c h a n g e  o f  p h a s e .  T h i s  r e s u l t s  i n  a l a r g e  i n c r e a s e  
i n  m e a s u re m e n t  a c c u r a c y .  A l s o ,  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  
t a k e n  o f  t h e  p u l s e d  f i e l d s  f rom g r a d i e n t  c o i l s  i n  o r d e r  
t o  s t u d y  t h e  e f f e c t s  o f  e d d y  c u r r e n t s  i n  t h e  a lu m in iu m  
f o r m e r s  o f  t h e  m a g n e t .  Thus t h e  p u l s e d  p r o b e s  l e n d  
t h e m s e l v e s  t o  a p p l i c a t i o n s  f o r  w h ich  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  
a c o n v e n t i o n a l  p r o b e  c o u l d  b e  u s e d .
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An NMR P r o b e
Electronics fo r  a stand alone 
probe system
CHAPTERS THE DESIGN OF AXISYMMETRIC,
IRON FREE, MAGNET SYSTEMS.
3 .1 I n t r o d u G  t i o n
In  o r d e r  t o  d e s i g n  m a g n e t s  t h a t  p r o d u c e  h i g h l y  
homogeneous f i e l d s  i t  i s  n o t  o n l y  n e c e s s a r y  t o  be a b l e  t o  
c a l c u l a t e  t h o s e  f i e l d s  a c c u r a t e l y  and e f f i c i e n t l y ,  b u t  
a l s o  t o  h a v e  a w e l l  d e f i n e d  m e thod  f o r  a r r i v i n g  a t  a  c o i l  
g e o m e t r y  t h a t  p r o d u c e s  t h e  r e q u i r e d  h o m o g e n e i t y .  O nly  
a x i s y m m e t r i c  c o i l  s y s t e m s  a r e  d e a l t  w i t h  h e r e  s i n c e  t h e y  
a r e  more e a s i l y  r e a l i s e d  i n  p r a c t i c e .  At t h e  same t im e  
t h e  f i e l d  c a l c u l a t i o n s  a r e  e a s i e r  t h a n  f o r  a more  g e n e r a l  
t h r e e  d i m e n s i o n a l  c o i l  s h a p e .
I t  i s  u s e f u l  t o  r e p r e s e n t  t h e  c e n t r a l  f i e l d  r e g i o n  
by a s p h e r i c a l  h a r m o n ic  s e r i e s .  The num ber  o f  t e r m s  
r e q u i r e d  t o  o b t a i n  a g i v e n  a c c u r a c y  i s  s m a l l ,  and  s o  t h e  
p r o c e s s  i s  q u i t e  e f f i c i e n t .  A l s o ,  i t  t u r n s  o u t  t h a t  t h e  
d e s i g n  o f  a m ag n e t  r e d u c e s  t o  a d j u s t i n g  t h e  c o i l  
d i m e n s i o n s  u n t i l  some o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s e r i e s  
v a n i s h .  In  p r a c t i c e  t h i s  i n v o l v e s  s o l v i n g  a s e t  o f  n o n ­
l i n e a r  e q u a t i o n s  w h ich  may be  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  an  
o p t i m i s a t i o n  r o u t i n e .
T h i s  c h a p t e r  d e s c r i b e s  t h e  t h e o r y  b e h i n d  an 
i n t e r a c t i v e  c o m p u t e r  p r o g ra m  t h a t  u s e s  t h e s e  t e c h n i q u e s  
t o  a r r i v e  a t  s u i t a b l e  d e s i g n s  f o r  nmr i m a g i n g  m a g n e t s ,  
an d  p r e s e n t s  a s e l e c t i o n  o f  r e s u l t s  f ro m  t h e  p r o g r a m .
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3 .2  F i e l d  c a l c u l a t i o n s  u s i n g  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .
I t  would  b e  n a t u r a l , when t a l k i n g  o f  a x i s y m m e t r i c  
m a g n e t s ,  t o  u s e  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s .  H ow ever ,  i n  
o r d e r  t o  u s e  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  a s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  
sy s tem  i s  e s s e n t i a l .  To a v o i d  c o n f u s i o n  b e tw e e n  
c y l i n d r i c a l  a n d  s p h e r i c a l  r a d i i  t h e  s p h e r i c a l  s y s t e m  w i l l  
have  c o o r d i n a t e s  ( r , O , 0 ) ,  and t h e  c y l i n d r i c a l  s y s t e m  
( ç , 0 , z ) .  The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e s e  c o o r d i n a t e s  i s  
shown i n  f i g u r e  3 . 1 .
F i g . 3 .1  The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  C a r t e s i a n ,  
c y l i n d r i c a l  an d  s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s
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For  a c u r r e n t  f r e e  r e g i o n  a m a g n e t i c  p o t e n t i a l  V may 
be d e f i n e d  t h a t  s a t i s f i e s  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  
d i v ( g r a d  V)=0. The s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i n  t h e  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i l l  be  a n  i n f i n i t e  s e r i e s  
o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .  ( a s  i n  Smythe [ 3 . 1 ] )  F o r  t h e  
p a r t i c u l a r  c a s e  where  V i s  a x i s y m m e t r i c  an d  f i n i t e  on  t h e  
a x i s
00 ,
V = A r ^  P ( c o s  8) ( 3 . 1 )n n
n=o
where P ^ (x )  i s  t h e  L e g e n d re  p o l y n o m i a l  o f  o r d e r  n ,  
and i s  a c o e f f i c i e n t  d e p e n d e n t  on c o i l
g e o m e t r y .
D i f f e r e n t i a t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  a x i a l l y  and r a d i a l l y  
y i e l d s  t h e  r e q u i r e d  f i e l d  c o m p o n e n t s
ÔZ  0 = 1
œ
œ
H -  -à v  = y ^ 'A  n P ^ ( c o s  0)z —  n n - 1
H = -ÔV = A s in O  r ^  P . ' ( c o s 0 )  —— n n —1
OÇ n  = i
( 3 . 2 . 1 )
( 3 . 2 . 2 )
where  P ' i s  t h e  f i r s t  d e r i v a t i v e  o f  P . n  n
I t  c a n  be s e e n  t h a t  a s p h e r i c a l  h a r m o n i c  s e r i e s  a l s o  
d e s c r i b e s  w h i l s t  a d i f f e r e n t  s e r i e s ,  i n v o l v i n g  P^',
d e s c r i b e s  b u t  w i t h  t h e  same c o e f f i c i e n t s  A ^ . So o n c e  a 
s i n g l e  s e t  o f  c o e f f i c i e n t s  h a s  b e e n  f o u n d ,  b o t h  a x i a l  an d  
r a d i a l  f i e l d  c o m p o n e n ts  may be c a l c u l a t e d .  O v er  t h e  
r e g i o n  o f  i n t e r e s t  t h e  Hç c o m p o n en t  c a n  be  shown t o  be a t  
l e a s t  f o u r  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  l e s s  t h a n  H^. I t s  
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  f i e l d  m odu lus  i s  t h e r e f o r e  n e g l i g i b l e
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and w i l l  i n  f u t u r e  be I g n o r e d .  A l s o  t h e  h a r m o n i e  s e r i e s
w i l l  he t a k e n  a s  t h a t  f o r  H , and n o t  f o r  V, as  t h i s  i sz ’ ’
t h e  q u a n t i t y  o f  i n t e r e s t .  T h i s  i s  d one  so  a s  t o  a v o i d
c omponen t s  w i t h  e v e n  symmet ry  h a v i n g  odd s u b s c r i p t s ,  and
v i c e  v e r s a .  The e x p r e s s i o n s  f o r  f i e l d  a r e  t h u s
00
«Z P n ( u )  ( 3 . 3 . 1 )z # n n
n=o
CO
Hp = - s i n e  P n ' " )  ( 3 . 3 . 2 )
n=o
( n+1 )
whe r e  u=co s 0 .
So,  h a v i n g  fo und  a g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  L a p l a c e s  
e q u a t i o n ,  a p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  may be  f ou n d  by m a t c h i n g  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  and e q u a t i n g  c o e f f i c i e n t s .  In  t h i s  
c a s e  t h e  mos t  u s e f u l  b o u n d a r y  i s  t h e  z a x i s .  On a x i s ,  
e q u a t i o n  3 . 3 . 1  r e d u c e s  t o
00
( 3 . 4 )
n=o
s i n c e  P ^ ( + l )  = ( + 1 ) ^ .  A l s o ,  a M a c l a u r i n  e x p a n s i o n  f o r  t h e  
f i e l d  a b o u t  t h e  o r i g i n  w i l l  be g i v e n  by
= V  H ( 3 . 5 )zo«Z
n=o
where  i s  t h e  n t h  d e r i v a t i v e  o f  e v a l u a t e d  a t  t h e
o r i g i n .  T h i s  g i v e s  t h e  k e y  t o  f i n d i n g  t h e  s f o r  a ny
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a x i s y m m e t r i c  c o i l  s y s t e m .  An e x p r e s s i o n  f o r  , on a x i s ,  
c a n  u s u a l l y  b e  fo u n d  q u i t e  r e a d i l y  by  u s i n g  t h e  B i o t -  
S a v a r t  law .  The c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  h a r m o n ic  s e r i e s  may 
t h e n  be  c a l c u l a t e d  by  t h e  r e p e a t e d  d i f f e r e n t i a t i o n  o f  t h e  
e x p r e s s i o n  and  e q u a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  f o r m u l a e  
i n  e q u a t i o n s  3 . 4  an d  3 . 5 .  Once t h e  c o e f f i c i e n t s  h a v e  b e e n  
c a l c u l a t e d ,  t h e  f i e l d  may be c a l c u l a t e d  an y w h e re  
t h r o u g h o u t  t h e  r e g i o n  w here  e q s . 3 . 3  a r e  v a l i d ,  n a m e ly  a
s p h e r e ,  w i t h  t h e  o r i g i n  a s  i t s  c e n t r e ,  t h a t  d o e s  n o t  
e n c l o s e  any  c u r r e n t .  I n  p r a c t i c e  t h i s  i s  l i m i t e d  by t h e  
number  o f  t e r m s  t h a t  a r e  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  c o n v e r g e n c e  
t o  t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y .
G a r r e t t [ 3 . 2 ]  h a s  t a k e n  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
c o e f f i c i e n t s  f o r  b a s i c  c o i l  s h a p e s  an d  r e c a s t  them i n  
t e r m s  o f  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s .  T h i s  g r e a t l y  e a s e s  
c o m p u t a t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s ,  an d  t h e y  a r e  su m m a r ise d  
i n  A ppend ix  3 . 1 .  I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
a ^ ’ s do n o t  i n v o l v e  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  p o i n t  a t  w h ich  
t h e  f i e l d  i s  r e q u i r e d .  L i k e w i s e  t h e  e q u a t i o n s  3 . 3  f o r  
e v a l u a t i n g  t h e  f i e l d  do n o t  i n v o l v e  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  
c o i l s  g e n e r a t i n g  t h e  f i e l d  o n ce  t h e  c o e f f i c i e n t s  a r e  
known.  C a l c u l a t i n g  t h e  a ^ J s  and  e v a l u a t i n g  t h e  f i e l d  
c o m p o n en ts  t h e r e f o r e  fo rm s  two c o m p l e t e l y  s e p a r a t e  
p r o c e s s e s .  T h i s  c a n  r e s u l t  i n  e c o n o m ie s  i n  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  r e q u i r e d .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  c o e f f i c i e n t s  f o r  an 
e q u i v a l e n t  s e r i e s  v a l i d  o u t s i d e  t h e  c u r r e n t  r e g i o n s .
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However ,  t h i s  s t i l l  l e a v e s  t h e  p r o b l e m  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  
f i e l d  a c c u r a t e l y  n e a r  and i n s i d e  w i n d i n g s .  The e x t e r i o r  
p ro b le m  i s  t h e r e f o r e  b e s t  l e f t  t o  a n  e l l i p t i c  i n t e g r a l  
a p p r o a c h ,  ( s e c t i o n  3 . 6 )
3 .3  The L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s .
The L e g e n d re  p o l y n o m i a l s  a r i s e  f rom t h e  s e r i e s  
s o l u t i o n  o f  L e g e n d r e ' s  e q u a t i o n ,  w h ich  i n  t u r n  a r i s e s  
from t h e  p r o d u c t  s o l u t i o n  o f  L a p l a c e ' s  e q u a t i o n  i n  
s p h e r i c a l  c o o r d i n a t e s .  The f i r s t  few o r d e r s  o f  p o l y n o m i a l  
a r e  g i v e n  by 
P q ( u ) =  1
P ^ (u )  = u
P g tu )  = l / 2 ( 3 u ^  -  1)
P ] ( u )  = l / 2 ( 5 u ^  -  3u)
P ^ (u )  = l / 8 ( 3 5 u ^  -  30u^ + 3)
P g (u )  = l / 8 ( 6 3 u ^  -  70u^ + 1 5 u )  . . .  ( 3 . 6 )
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  o r d e r  o f  an y  o f  t h e  t e r m s  i s
t h e  same a s  t h e  d e g r e e  o f  t h e  p o l y n o m i a l .  A l s o ,  t h e  odd
o r d e r  t e r m s  h a v e  odd sy m m e t ry ,  w h i l s t  t h e  e v e n  o r d e r s  
hav e  e v e n  sy m m etry .
Fo r  c a l c u l a t i o n  p u r p o s e s  t h e  u s e  o f  t h e s e  
e x p r e s s i o n s  d i r e c t l y  i s  u n d e s i r a b l e  b e c a u s e  o f  t h e  n e e d  
to  s t o r e  l a r g e  t a b l e s  o f  c o e f f i c i e n t s .  I n s t e a d  r e c u r r e n c e  
f o r m u l a e  a r e  u s e d  t h a t  a l l o w  t h e  n e x t  t e r m  o f  t h e  s e r i e s  
t o  be e x p r e s s e d  as  a f u n c t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  tw o .
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R e c u r r e n c e  f o r m u l a e  a r e  a l s o  a v a i l a b l e  f o r  e v a l u a t i n g  t h e
f i r s t  d e r i v a t i v e s  P ' .  S i n c e  t h e  f i r s t  two members  o fn
t h e s e  s e r i e s  a r e  s i m p l e ,  t h e  w ho le  s e r i e s  may be
c a l c u l a t e d  e f f i c i e n t l y  u p  t o  an y  g i v e n  o r d e r .  A t a b l e  o f
u s e f u l  f o r m u l a e  i n v o l v i n g  t h e  p o l y n o m i a l s  and  t h e i r
d e r i v a t i v e s  i s  g i v e n  b e l o w .
( n + l ) P  . (u)  + nP . ( u )  = ( 2 n + l ) u P  (u )  n+ i  n — 1  n
' (u )  -  P„ ' (u )  = ( 2 n + l ) P  (u )  n+ i  n — 1  n
nP . ' ( u ) + ( n + l ) P  i ' ( u )  = ( 2 n + l ) u P  ' (u )  n+ i  n —i  n
( l - u ^ ) P  ' (u )  = nP . ( u )  -  unP  (u )  n n —i  n
( 3 . 7 )
3 . 4  The D e s ig n  Method.
U s in g  t h e  e x p r e s s i o n s  f rom  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  i t  
i s  now p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  t h e  f i e l d  f rom  c u r r e n t
c a r r y i n g  l o o p s ,  s o l e n o i d s ,  and t h i c k  s e c t i o n  c o i l s .
However ,  i n  o r d e r  t o  a r r i v e  a t  a u s e f u l  m e thod  f o r
d e s i g n i n g  m a g n e t s  a c l o s e r  l o o k  a t  t h e  h a r m o n i c  s e r i e s  i s
r e q u i r e d .  By s u b s t i t u t i n g  f o r  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  i n  
e q u a t i o n s  3 . 3  i t  i s  p o s s i b l e  t o  s e e  t h e  k i n d  o f  v a r i a t i o n
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produced  by e a ch  terrn o f  t h e  s e r i e s .  The a^  t e r m  p r o d u c e s  
a p e r f e c t l y  u n i f o r m  f i e l d  w i t h  no c om p o n e n t .  The a^ 
t e rm g i v e s  r i s e  t o  a l i n e a r  z g r a d i e n t  f o r  w i t h  a
component  t h a t  i n c r e a s e s  l i n e a r l y  w i t h  q . Each h i g h e r  
o r d e r  t e rm of  t h e  s e r i e s  r e p r e s e n t s  a more c o m p l i c a t e d  
f i e l d  shape  ( f i g . 3 . 2 ) .
So in  o r d e r  t o  p r o d u c e  a p e r f e c t l y  u n i f o r m  f i e l d  
t h r o u g h o u t  a s p h e r i c a l  volume i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p r o d u c e  
a c o i l  a r r a n g e m e n t  s uch  t h a t  e v e r y  t e r m  i n  t h e  h a r m o n i c  
s e r i e s ,  e x c e p t  a ^ , i s  e q u a l  t o  z e r o .  S i n c e  t h e  odd 
o r d e r e d  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  h a v e  odd symmet ry ,  and t h e  
even o r d e r s  have  e v en  symmet ry ,  t h e n  a l l  t h e  odd o r d e r s
n = 0 n = 2
n = n= 3
F i g . 3 . 2  F i e l d  maps f o r  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s
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may be removed s im p l y  by  m ak in g  t h e  c o i l  a r r a n g e m e n t  
s y m m e t r i c a l  a b o u t  t h e  o r i g i n .  The num b er  o f  ev e n  o r d e r  
t e rm s  t h a t  t h e n  n e e d  r e m o v in g  d e p e n d s  u p o n  t h e  d e g r e e  o f  
u n i f o r m i t y  r e q u i r e d .
F i g . 3 . 3  shows t h e  h o m o g e n e i t y  p r o d u c e d  by v a r i o u s  
a r r a n g e m e n t s  o f  l o o p s .  The s i n g l e  c o i l  h a s  e v e r y  e v e n  
o r d e r  h a r m o n ic  p r e s e n t ,  w h i l s t  t h e  c o i l  p a i r  h a s  t h e  2nd 
o r d e r  t e r m  c a n c e l l e d  b e c a u s e  o f  t h e  c o i l  s p a c i n g .  T h i s  
a r r a n g e m e n t  i s  t h e  w e l l  known H e l m h o l t z  p a i r .  T h r e e  c o i l s  
a l l o w  t h e  2nd an d  4 t h  o r d e r s  t o  b e  c a n c e l l e d ,  w h i l s t  4 
c o i l s  c a n  c a n c e l  t h e  2 n d , 4 t h  and  6 t h  o r d e r  t e r m s .  T h e re  
i s  a t  l e a s t  an o r d e r  o f  m a g n i t u d e  im p ro v e m e n t  i n  
h o m o g e n e i ty  w i t h  e v e r y  e x t r a  o r d e r  t h a t  i s  c a n c e l l e d .
I t  i s  u s u a l  t o  r e f e r  t o  a m ag n e t  by  t h e  o r d e r  o f  t h e  
f i r s t  e r r o r  t e r m  i n  i t s  f i e l d  d i s t r i b u t i o n .  Thus t h e  
H e l m h o l t z  p a i r  i s  a  4 t h  o r d e r  s y s t e m ,  w h i l s t  t h e  4 c o i l  
a r r a n g e m e n t  i s  8 t h  o r d e r .  In  g e n e r a l ,  8 t h  o r d e r  m a g n e t s  
w i l l  be r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  t h e  h o m o g e n e i t y  r e q u i r e d  f o r  
nmr im a g in g .
The d e s i g n  p r o c e s s  t h e r e f o r e  r e d u c e s  t o  
s i m u l t a n e o u s l y  s o l v i n g  t h e  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n s
2  a2 -  0 
al l
c o i l s
* 4  =  0
a l l
c o i l s
a l l  , ^  n ^
c o i l s  ( 3 . 8 )
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Contours:  +10,000ppm C on tou rs:  + l , 0 0  0ppm
2nd O r d e r 4 t h  O r d e r
C o n t o u r s :  +100ppm C o n t o u r s :  +10ppm
6 t h  o r d e r 8 t h  O r d e r
F i g . 3 . 3  F i e l d  u n i f o r m i t y  p r o d u c e d  b y  a r r a y s  o f
c u r r e n t  l o o p s
The method a d o p t e d  f o r  s o l v i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  i s  t o
u se  an  o p t i m i s i n g  p r o c e d u r e  t o  m i n i m i s e  t h e  e x p r e s s i o n
2 2 2 ,E , I L( 3 2  + 3 ^  + )
c o i l s  ( 3 . 9 )
3 .5  N o t e s  on O p t i m i s a t i o n .
The m a t h e m a t i c a l  p r o c e d u r e  o f  o p t i m i s a t i o n  i s
a c h i e v e d  by a d j u s t i n g  a s e t  o f  v a r i a b l e s  u n t i l  some 
f u n c t i o n ,  f ,  o f  t h o s e  v a r i a b l e s  i s  a t  a minimum. 
M a x im is in g  a f u n c t i o n  would  b e  e q u i v a l e n t  t o  m i n i m i s i n g  
t h e  f u n c t i o n  - f . The m e th o d s  u s e d  f o r  t h i s  p r o c e s s  dep en d  
on t h e  n a t u r e  o f  t h e  p r o b le m  t o  be  s o l v e d .  Adby and
D e m p s te r [ 3 . 3 ]  g i v e  a u s e f u l  i n t r o d u c t i o n  t o  o p t i m i s a t i o n  
m ethods  and  an e x t e n s i v e  b i b l i o g r a p h y .  The m a jo r  
o b j e c t i v e  i s  t o  r e a c h  t h e  minimum w i t h  a s  s m a l l  a number  
o f  f u n c t i o n  e v a l u a t i o n s  a s  p o s s i b l e ,  s i n c e  t h e s e  
c a l c u l a t i o n s  u s u a l l y  a c c o u n t  f o r  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e
c o m p u t a t i o n a l  c o s t .
F u r t h e r  c o n s i d e r a t i o n s  i n c l u d e  w h e t h e r  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  f  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  o f  t h e  v a r i a b l e s
e x i s t ,  a r e  t h e y  a v a i l a b l e  f o r  u s e ,  o r  c a n  t h e y  be 
r e a s o n a b l y  a p p r o x i m a t e d .  F o r  many p r o b le m s  t h e  v a r i a b l e s  
may be c o n s t r a i n e d  t o  l i e  w i t h i n  c e r t a i n  l i m i t s ,  and  i n  
t h i s  c a s e  t h e  p ro b le m  i s  b e s t  t r a n s f o r m e d  i n t o  an 
u n c o n s t r a i n e d  o n e .  H av in g  r e a c h e d  a  minimum t h e r e  i s  a 
q u e s t i o n  o f  u n i q u e n e s s ,  a n d  i f  t h e  s o l u t i o n  i s  n o t  u n i q u e
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has  a g l o b a l  minimum b e e n  r e a c h e d .  In  g e n e r a l  t h e r e  c a n  
be no g u a r a n t e e  t h a t  t h e  minimum fo u n d  i s  a g l o b a l  
minimum.
S i n c e  many o f  t h e  m u l t i v a r i a b l e  t e c h n i q u e s  r e d u c e  t o  
a s i n g l e  v a r i a b l e  m i n i m i s a t i o n  a t  some s t a g e ,  i t  i s  w o r t h  
l o o k i n g  to  s e e  how t h i s  i s  p e r f o r m e d .  The two b a s i c  
m ethods  a r e  t h a t  o f  s e a r c h i n g  and  o f  a p p r o x i m a t i o n .  One 
a p p ro a c h  t o  s e a r c h i n g  w ou ld  be t o  u s e  t h e  S e c a n t  
Met hod [ 3 . 4 ]  to  f i n d  t h e  z e r o  o f  t h e  d e r i v a t i v e  o f  f .  The 
r u l e  u s e s  two e v a l u a t i o n s  o f  f ’ ( x)  a t  t h e  p o i n t s  x ^  and 
Xy, and g i v e s  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  minimum
*min = *a  '
f  ' (x,  ) -  f  ' ( x  ) D a
( 3 . 1 0 )
T h i s  r u l e  i s  u s e d  i t e r a t i v e l y  u s i n g  t h e  l a t e s t  v a l u e  o f
f ' ( x .  . _)  to  r e p l a c e  t h e  l a r g e r  o f  f ’ ( x  ) o r  f ’ ( x , ) .  I t  min ^  ” a  D
c a n  be shown t h a t  t h i s  m e thod  i s  more e f f i c i e n t  t h a n  t h e  
c l a s s i c a l  N ew ton-R aphson  m e th o d  f o r  f i n d i n g  t h e  z e r o  o f  
f  , f o r  w h ich  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  o f  f  w ou ld  be 
r e q u i r e d .
A p p r o x i m a t i o n  m e th o d s  a t t e m p t  t o  f i t  t h e  f u n c t i o n  
w i t h  a low o r d e r  p o l y n o m i a l .  The c o e f f i c i e n t s  o f  a c u b i c  
c o u l d  b e  fo u n d  from t h e  s o l u t i o n  o f  f o u r  l i n e a r  e q u a t i o n s  
u s i n g  f o u r  e v a l u a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n  f .  A l t e r n a t i v e l y ,  
t h e  f u n c t i o n  and i t s  d e r i v a t i v e  c o u l d  b e  e v a l u a t e d  a t  two 
p o i n t s  g i v i n g  t h e  same i n f o r m a t i o n .  The minimum o f  t h e  
f u n c t i o n  i s  t h e n  fo u n d  a l g e b r a i c a l l y  by  d i f f e r e n t i a t i n g
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t h e  p o l y n o m i a l  and s e t t i n g  t h e  r e s u l t  t o  z e r o .  A c h e c k  o f  
t h e  second  d e r i v a t i v e  may be  r e q u i r e d  t o  c h e c k  t h a t  t h e  
p o i n t  found  i s  n o t  a maximum. H o w ever ,  s i n c e  t h e  m ethod  
o n l y  u s e s  an a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  f u n c t i o n  i t  w i l l  be 
n e c e s s a r y  t o  u s e  t h e  t e c h n i q u e  i t e r a t i v e l y .
The m u l t i v a r i a b l e  o p t i m i s a t i o n  p r o b l e m  may be
t a c k l e d  by two m e t h o d s ,  s e a r c h  an d  g r a d i e n t  t e c h n i q u e s .  A 
s im p le  s e a r c h  m ethod  w o u ld  be  t o  a d j u s t  e a c h  v a r i a b l e ,  
one a t  a t i m e ,  u n t i l  a minimum i s  r e a c h e d .  One o f  t h e  
p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  m e th o d s  may be u s e d  f o r  f i n d i n g  t h e  
minimum a t  e a c h  s t a g e .  The w h o le  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  
u n t i l  no  f u r t h e r  im p ro v e m e n t  c a n  b e  o b t a i n e d .  F i g u r e  3 . 4  
shows a s e t  o f  c o n t o u r s  f o r  a two v a r i a b l e  f u n c t i o n  and  
t h e  p a t h  t a k e n  t o w a r d s  t h e  minimum u s i n g  t h i s  m e th o d .  I t  
i s  c l e a r  t h a t  t h e  d i r e c t i o n  t a k e n  a t  a n y  o n e  t im e  i s
r a r e l y  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  minimum. The m ethod  i s  
t h e r e f o r e  r a t h e r  i n e f f i c i e n t ,  e s p e c i a l l y  a s  s e v e r a l  
e v a l u a t i o n s  a r e  r e q u i r e d  a t  e a c h  s t a g e .
A more e f f i c i e n t  m e thod  t h a t  a g a i n  o n l y  r e q u i r e s  
f u n c t i o n  v a l u e s  i s  t h e  S i m p l e x  M e th o d .  F o r  a n  n  v a r i a b l e  
p ro b le m  a s i m p l e x  may be r e g a r d e d  a s  an e q u i l a t e r a l  
p o l y h e d r o n  w i t h  n+1 v e r t i c e s  i n  n  d i m e n s i o n a l  s p a c e .  A 
two d i m e n s i o n a l  c a s e  w h ere  t h e  s i m p l e x  i s  a t r i a n g l e  i s  
shown i n  f i g .  3 . 5 .  F u n c t i o n  e v a l u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  a t  
each  o f  t h e  v e r t i c e s .  The v e r t e x  w i t h  t h e  l a r g e s t  v a l u e
i s  t h e n  r e f l e c t e d  a b o u t  t h e  r e m a i n i n g  v e r t i c e s ,  a n d  t h e
f u n c t i o n  v a l u e  o b t a i n e d  a t  t h e  new p o i n t .  T h i s  p r o c e s s  i s
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F i g .  3 . 4  A ’ o n e  a t  a  t i m e ’ s e a r c h
%2
F i g . 3 . 5  A S i m p l e x  s e a r c h
c o n t i n u e d  u n t i l  a minimum i s  r e a c h e d ,  u s u a l l y  i n d i c a t e d  
by one v e r t e x  b e i n g  u s e d  c o n t i n u o u s l y  a s  a p i v o t .  The 
a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e thod  i s  t h a t  a d e c i s i o n  a b o u t  t h e  
d i r e c t i o n  o f  d e s c e n t  i s  made a t  e a c h  i t e r a t i o n .  
Improvem ents  t o  t h e  m ethod  i n c l u d e  c h a n g i n g  t h e  s i z e  o f  
t h e  s im p le x  a s  t h e  m i n i m i s a t i o n  p r o c é d é s ,  a n d  p e r f o r m i n g  
a s e a r c h  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r e f l e c t e d  v e r t e x .  W i th  
t h e s e  m o d i f i c a t i o n s  t h i s  r e l a t i v e l y  s i m p l e  an d  c o m p a c t  
p r o c e d u r e  co m p e te s  w i t h  more  c o m p le x  m e th o d s  when t h e  
number o f  v a r i a b l e s  i s  v e r y  l a r g e  ( g r e a t e r  t h a n  1 0 0 ) .
The s t a r t i n g  p o i n t  f o r  g r a d i e n t  m e th o d s  i s  t h e  
m u l t i v a r i a b l e  fo rm  o f  t h e  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n  f o r  f
f ( x + d x )  = f ( x )  + g ^ d x  + l / 2 d x ^ H d x  + . . .  ( 3 . 1 1 )
where
g i s  t h e  co lum n J a c o b i a n  m a t r i x
w i t h  e l e m e n t s  g^ = Ô f / à x ^
H i s  t h e  s q u a r e  H e s s i a n  m a t r i x
w i t h  e l e m e n t s  = 6f /&x^&Xj
The f u n c t i o n  a t  a new p o i n t  f ( x + d x )  n e a r e r  t h e  minimum
may be c o n s i d e r e d  a s  t h e  f u n c t i o n  a t  t h e  p r e s e n t  p o i n t
f ( x )  p l u s  some c o r r e c t i o n .  F o r  f i r s t  o r d e r  m e th o d s  t h e
Tc o r r e c t i o n  w i l l  be g dx  w h ich  c a n  be  r e g a r d e d  as  t h e  
s c a l a r  p r o d u c t  o f  two v e c t o r s
g ^ d x  = | g | | d x | c o s Q  ( 3 . 1 2 )
w here  Q i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  d i r e c t i o n s  g a n d  d x .  The 
l a r g e s t  r e d u c t i o n  i n  f  w i l l  o c c u r  when Q  = 180  d e g r e e s ,  
t h a t  i s  when t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m i n i m i s i n g  c h a n g e  i s  i n
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t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t  - g . I t  t h e n  
r e m a i n s  t o  f i n d  dx  i n  t h i s  d i r e c t i o n  s o  t h a t  f ( x + d x )  i s  a 
minimum. T h i s  am o u n ts  t o  a s i n g l e  v a r i a b l e  m i n i m i s a t i o n  
t h a t  may be t a c k l e d  u s i n g  one  o f  t h e  a b o v e  m e t h o d s .  The
p r o c e d u r e  i s  known as  t h e  " s t e e p e s t  d e s c e n t "  m e t h o d ,  and
s i n c e  t h e  d i r e c t i o n  t a k e n  w i l l  n o t  g e n e r a l l y  be  i n  t h e
d i r e c t i o n  o f  t h e  m i n i m u m , i t  n e e d s  t o  be  u s e d  i t e r a t i v e l y .
A s e c o n d  o r d e r  m e thod  may be d e r i v e d  by
d i f f e r e n t i a t i n g  and s e t t i n g  t o  z e r o  e q u a t i o n  3 . 1 1 .  The
f i r s t  two t e r m s  on t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  y i e l d
g + Hdx = 0 
o r  dx  = g ( 3 . 1 3 )
Thus t h e  a d j u s t m e n t  t o  x  n e e d e d  i n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  
minimum i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  g and  H. In  p r a c t i c e  a 
s e a r c h  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  dx  i s  u s e d  s i n c e  t h e  m e th o d  i s  
o n l y  an a p p r o x i m a t i o n ,  b u t  i f  f  w e re  q u a d r a t i c  t h e
minimum w ould  b e  r e a c h e d  i n  one  s t e p .  N e v e r t h e l e s s ,  i t  i s  
u n d e s i r a b l e  t o  h a v e  t o  e v a l u a t e  t h e  H e s s i a n  and  i t s
i n v e r s e  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  so  an  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  
i n v e r s e  i s  u s u a l l y  u s e d .  The a p p r o x i m a t i o n  i s  d e r i v e d  
f rom t h e  J a c o b i a n  v a l u e s  s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t  t h a t  
H  ̂ n e e d s  t o  be p o s i t i v e  d e f i n i t e  t o  a s s u r e  c o n v e r g e n c e .  
As a s t a r t i n g  p o i n t  H” ^ i s  o f t e n  a s su m e d  t o  be t h e
i d e n t i t y  m a t r i x ,  so  t h e  m e th o d  s t a r t s  a s  one  o f  s t e e p e s t  
d e s c e n t .
E n s u r i n g  t h a t  H” ^ i s  p o s i t i v e  d e f i n i t e  i s  n o t  an  
e a s y  t a s k  e s p e c i a l l y  when e r r o r s  may be  i n t r o d u c e d  by
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u s i n g  c e n t r a l  o r  f o r w a r d  d i f f e r e n c e  f o r m u l a e  i n  o r d e r  t o  
a p p r o x i m a te  t h e  d e r i v a t i v e s .  G i l l  and  M urray  [ 3 . 5 ]  h a v e  
c o n s i d e r e d  t h e s e  p r o b le m s  and h a v e  p r o d u c e d  an 
u n c o n s t r a i n e d  o p t i m i s a t i o n  p r o c e d u r e  t h a t  r e q u i r e s  o n l y  
f u n c t i o n  v a l u e s ,  and u s e s  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h a t
g u a r a n t e e s  p o s i t i v e  d e f i n i t e n e s s .
3 .6  F i e l d  C a l c u l a t i o n s  U s i n g  E l l i p t i c  I n t e g r a l s .
D i r e c t  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f i e l d  f rom  
a x i s y m m e t r i c  c o n d u c t o r s  g e n e r a l l y  i n v o l v e  c o m p l e t e  
e l l i p t i c  i n t e g r a l s  ( f o r  ex am p le  Smythe [ 3 . 1 ] ) .  The
i n t e g r a l s  o f  t h e  f i r s t ,  s e c o n d  and  t h i r d  k i n d  a r e  d e f i n e d  
by





IT ( n , k )
0 < k < l
0 < k < l
( 3 . 1 4 )
G a r r e t t  [ 3 . 5 ]  h a s  c o l l e c t e d  t o g e t h e r  f ro m  t h e  l i t e r a t u r e  
many u n c o n n e c t e d  f o r m u l a e  and  p r o d u c e d  a s e t  o f  e q u a t i o n s  
f o r  f i e l d s ,  f o r c e s  an d  m u t u a l  i n d u c t a n c e s  b e t w e e n  l o o p s  
and t h i n  s e c t i o n  s o l e n o i d s  i n  t e r m s  o f  t h e s e  i n t e g r a l s .  
In  o r d e r  t o  o b t a i n  r e s u l t s  f rom  t h i c k  s e c t i o n  c o i l s  t h e
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e x p r e s s i o n s  f o r  a t h i n  s o l e n o i d  m u s t  be n u m e r i c a l l y  
i n t e g r a t e d  ( s e c t i o n  4 . 3 ) .  The f o r m u l a e  o f  p r e s e n t  
i n t e r e s t  a r e  shown i n  A p p e n d ix  3 . 2 .
The e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  may be p e r f o r m e d  by 
s u c c e s s i v e l y  t r a n s f o r m i n g  t h e  i n t e g r a l  u n t i l  t h e  m odu lus  
k  r e a c h e s  u n i t y ,  w h ereu p o n  t h e  e x p r e s s i o n  may be 
i n t e g r a t e d  a n a l y t i c a l l y .  B u l i r s c h  [ 3 . 7 ]  h a s  d e v e l o p e d  a 
g e n e r a l ,  e f f i c i e n t ,  c o m p u t a t i o n a l  schem e t h a t  a l l o w s  a l l  
t h r e e  k i n d s  o f  i n t e g r a l  t o  be  e v a l u a t e d  u s i n g  a s i n g l e  
r o u t i n e .  More i m p o r t a n t l y  t h i s  g e n e r a l i s a t i o n  a l l o w s  
l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  t h r e e  k i n d s  t o  be c a l c u l a t e d  
w i t h o u t  l o s s  o f  a c c u r a c y  due t o  c a n c e l l a t i o n .  The 
p r o c e d u r e  i s  d e f i n e d  by
c e l ( k ^ , p , a , b )  = ( 3 . 1 5 )
0 /
TT/2
acos^ '0  + b s i n ^ 0  d0
( c o s ^ 0  + p s i n ^ 0 )  \ l  c o s ^ 0  + k  ^ s i n ^ 0
where k i s  t h e  c o m p le m e n ta r y  m o d u lu s  g i v e n  by
2 2 
k ^ + k c = l .
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The t r a n s f o r m a t i o n  i s  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  t h e  
fo rm u la
c e l ( k ^ , p , a , b) = ( 3 . 1 6 )
TT/2
a . ^ u . ^ c o s ^ 0  + b . ^ u . ^ s i n ^ 0  
— ■ J J ' . 3——3 m — - —
( U j ^ c o s ^ 0  + p j ^ s i n ^ 0  ) \ / c o s ^ 0  +
d0
 2--------7—
k^ s i n  0
w i t h  t h e  r e c u r r e n c e  r e l a t i o n s
" j + l  = " j  + Vj 3 j + l  = b . / p .  + a .
Vj+i = 2 /ujVj bj+i = 2(UjVj3j/pj + bj)
Pj+1 = " j V j / P j  + Pj
and u s i n g  t h e  i n i t i a l  v a l u e s
" o  = 1 ;  Vo = I k ^ l ;  Po = v T ; - :
%  " ® ’ ' ’ o "  •
At e a c h  i t e r a t i o n  u i s  r e p l a c e d  w i t h  t w i c e  t h e
a r i t h m e t i c  mean o f  u  a n d  v ,  w h i l e  v  i s  r e p l a c e d  w i t h
t w i c e  t h e  g e o m e t r i c  mean ( t h e  f a c t o r  o f  two i s  s i m p l y  t o
a v o i d  an  u n n e c e s a r y  d i v i s i o n ) .  The m e th o d  i s  t h e r e f o r e
a l s o  known as  t h e  m e thod  a r i t h m e t i c o - g e o m e t r i c  m e a n s .  As
t h e  i t e r a t i o n  p r o c e e d s  t h e  v a l u e s  o f  u  a n d  v  a p p r o a c h  a
common l i m i t ,  i . e .  u / v  1. When t h i s  l i m i t  h a s  b e e n
a c h i e v e d  t o  t h e  r e q u i r e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y  t h e  p r o c e s s
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t e r m i n a t e s  an d  t h e  i n t e g r a l  i s  g i v e n  by
c e l  (k^  , p  ,a  , b )  = TT a . u .  + b .  ( 3 . 1 7 )
—  J -
2  U j ( U j  +  p j )
For  ex a m p le ,  i n  e v a l u a t i n g  K ( 0 . 5 )  t h e  v a l u e s  o f  u  an d  v 
a t  e a ch  i t e r a t i o n  a r e  g i v e n  by
u  V
0 1 . 0  0 . 8 6 6  025
1 3 . 7 2 7  234 3 3 . 7 2 7  231 2
2 7 . 4 5 4  465 5 7 . 4 5 4  465 5
and  c e l ( 0 . 8 6 6 0 2 5 , 1 , 1 , 1 )  = 1 . 6 8 5  750 7 
The p r o c e s s  h a s  c o n v e r g e d  i n  o n l y  two i t e r a t i o n s  t o  g i v e  
8 s i g n i f i c a n t  f i g u r e s  o f  a g r e e m e n t  b e t w e e n  u  and  v .  
B u l i r s c h  s u g g e s t s  t h a t  t h e  r e l a t i v e  e r r o r  i n  c e l  w i l l  be  
l e s s  t h a n  1 -  v / u  , a n d  so  t h e  a n s w e r  s h o u l d  a l s o  be 
a c c u r a t e  t o  8 f i g u r e s .
The a d v a n t a g e  o f  u s i n g  t h e  e l l i p t i c  i n t e g r a l  
f o r m u l a e  i s  t h a t  t h e y  a r e  v a l i d  a n y w h ere  i n  s p a c e ,  
w h e re a s  t h e  h a r m o n ic  a p p r o a c h  i s  l i m i t e d  t o  c e n t r a l  
r e g i o n s .  They t h e r e f o r e  a l l o w  f i e l d s  t o  be  c a l c u l a t e d  
o u t s i d e  t h e  m a g n e t  and w i t h i n  t h e  w i n d i n g s .  The 
d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  f i e l d s  f rom  t h i c k  s e c t i o n  c o i l s  h a v e  
to  be e v a l u a t e d  by  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ,  and t h i s  i s  
c o m p u t a t i o n a l l y  e x p e n s i v e  when c o m p a re d  t o  u s i n g  
s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .  A l s o  t h e y  g i v e  no  i d e a  a s  t o  a 
s u i t a b l e  d e s i g n  p r o c e d u r e .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  a c c u r a c y  o f  
t h e  two m ethods  shows t h a t  8 o r  9 f i g u r e s  o f  a g r e e m e n t
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a r e  o b t a i n e d  o v e r  c e n t r a l  f i e l d  r e g i o n s  when u s i n g  14 
h a rm o n ic  t e r m s .  T h i s  i s  p e r f e c t l y  a d e q u a t e  f o r  t h e  
a p p l i c a t i o n .  H ow ever ,  a s  t h e  w i n d i n g s  a r e  a p p r o a c h e d  more  
t e rm s  n e e d  t o  be  i n c l u d e d  i n  t h e  h a r m o n ic  s e r i e s  t o  
a c h i e v e  t h e  same a c c u r a c y .  The h a r m o n i c  m ethod  e v e n t u a l l y  
f a i l s  when t h e  w i n d i n g s  a r e  r e a c h e d .
3 .7  The Magnet  D e s i g n  P a c k a g e .
The t e c h n i q u e s  o f  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  h a v e  b e e n  
i n c o r p o r a t e d  i n t o  a s i n g l e  magnet  d e s i g n  p r o g ra m .  The 
u s e r  s e t s  up an  i n i t i a l  g u e s s  a t  a  p o s s i b l e  d e s i g n  and  
t h e  c o m p u t e r  a d j u s t s  t h e  a l l o w a b l e  v a r i a b l e s  u n t i l  t h e  
r e q u i r e d  h a r m o n i c s  a r e  c a n c e l l e d .  U s i n g  a g r a p h i c s  
t e r m i n a l  c o n n e c t e d  t o  a R u t h e r f o r d  L a b o r a t o r y ’ s P r im e  750 
c o m p u te r  a l l  t h e  o p e r a t i o n s  c a n  be p e r f o r m e d  
i n t e r a c t i v e l y  a s  e v e n  t h e  m os t  c o m p le x  t a s k s  t a k e  l e s s  
t h a n  h a l f  a  m i n u t e  t o  be e x e c u t e d .  I t  i s  t h e r e f o r e  v e r y  
e a s y  f o r  t h e  u s e r  t o  become f a m i l i a r  w i t h  nmr m ag n e t  
d e s i g n  r e s t r i c t i o n s  w i t h o u t  r e c o u r s e  t o  a  l o t  o f  a l g e b r a  
t h a t  h a s  p r e v i o u s l y  become n e c e s s a r y .
The f i r s t  s t e p  i n  t h e  d e s i g n  p r o c e s s  i s  t o  s e t  up  a 
c o i l  s y s t e m  t h a t  i s  l i k e l y  t o  p r o d u c e  t h e  r e q u i r e d  
r e s u l t s ,  p e r h a p s  u s i n g  t h e  m o d e l s  o f  f i g  3 . 3  as  a 
s t a r t i n g  p o i n t .  The c o i l s  may be  l o o p s ,  s o l e n o i d s  o r  
t h i c k  s e c t i o n  c o i l s .
B e f o r e  l e t t i n g  t h e  c o m p u t e r  o p t i m i s e  t h i s  i n i t i a l  
g e o m e t ry  so  a s  t o  c a n c e l  t h e  r e q u i r e d  h a r m o n i c s  i t  i s
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p o s s i b l e  t o  f i x  an y  o f  t h e  c u r r e n t s  o r  d i m e n s i o n s .  I t  i s  
a l s o  p o s s i b l e  t o  t i e  any  g r o u p  o f  them s o  t h a t  t h e y  t a k e  
on t h e  same n u m e r i c a l  v a l u e ,  w i t h  o r  w i t h o u t  a c h a n g e  o f  
s i g n .  In t h i s  way sym m etry  ca n  be  e n f o r c e d  on t h e  
p r o b le m ,  w h i l s t  a t  t h e  same t im e  r e d u c i n g  t h e  num ber  o f  
v a r i a b l e s  t a k i n g  p a r t  i n  t h e  o p t i m i s a t i o n .
The o b j e c t i v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  o p t i m i s a t i o n  
p r o c e d u r e  i s  u s u a l l y  t h e  sum o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  
h a rm o n ic  c o e f f i c i e n t s  t h a t  n e e d  t o  be c a n c e l l e d .  W e ig h t s  
can  be  a p p l i e d  t o  e a c h  o f  t h e  t e r m s  b u t  t h i s  h a s  n o t  b e e n  
found to  be n e c e s s a r y .  A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  sum o f  t h e  
s q u a r e s  o f  t h e  d e v i a t i o n s  o f  f i e l d  f ro m  t h e  c e n t r a l  v a l u e  
a t  a number  o f  u s e r  s p e c i f i e d  p o i n t s  may be  u s e d .  T h i s  i s  
u s e f u l  f o r  o b t a i n i n g  a r e g i o n  o f  u n i f o r m  f i e l d  t h a t  i s  
d i f f e r e n t  f rom t h e  s l i g h t l y  o b l a t e  s p h e r o i d  t h a t  i s  
u s u a l l y  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  h a r m o n ic  c a n c e l l a t i o n  m e th o d .  
I t  d o e s  o f  c o u r s e  i n v o l v e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  f i e l d  
f rom t h e  h a r m o n i c s ,  w h ich  means a n o t h e r  s t a g e  o f  
c o m p u t a t i o n .
G i l l  and M u r r a y ’ s u n c o n s t r a i n e d  p r o c e d u r e  [ 3 . 5 ]  h a s  
b e e n  u s e d  f o r  t h e  o p t i m i s a t i o n ,  a n d  t h i s  o n l y  r e q u i r e s  
f u n c t i o n  e v a l u a t i o n s .  S i n c e  t h e  c o i l s  h a v e  t o  l i e  w i t h i n  
c e r t a i n  w e l l  d e f i n e d  a r e a s  f o r  h a r m o n i c  c a n c e l l a t i o n  t o  
o c c u r  t h e n  t h e  p r o b le m  i s  a l r e a d y ,  i n  a s e n s e ,  
c o n s t r a i n e d  ( s e c t i o n  3 . 1 0  a n d  f i g .  3 . 1 4 ) .  T h i s  h a s  b e e n  
b o r n  o u t  i n  p r a c t i c e  s i n c e  i t  h a s  n o t  b e e n  fo und  
n e c e s s a r y  t o  u s e  a c o n s t r a i n e d  o p t i m i s a t i o n  p r o c e d u r e .
72
The s y s t e m  g e o m e t r y  d e t e r m i n e d  by  t h e  o p t i m i s a t i o n  
program w i l l  a l m o s t  c e r t a i n l y  n o t  be  u n i q u e .  S i n c e  t h e  
s e t  o f  e q u a t i o n s  ( 3 . 8 )  t h a t  t h e  p r o g r a m  i s  i n  e f f e c t  
s o l v i n g  i s  g e n e r a l l y  o v e r d e t e r m i n e d  t h e r e  w i l l  be an 
i n f i n i t e  number  o f  s o l u t i o n s .  The u s e r  i s  t h e r e f o r e  a b l e  
to  a d j u s t  t h e  d e s i g n  t o  f i t  t h e  r e q u i r e m e n t s  w h i l s t  s t i l l  
b e i n g  a b l e  t o  o b t a i n  a s o l u t i o n .
H av ing  o b t a i n e d  t h a t  s o l u t i o n  c o n t o u r  maps a n d  
g r a p h s  o f  f i e l d s  and f i e l d  u n i f o r m i t y  c a n  be  d r a w n .  A g a in  
t h e  h a r m o n ic  a p p r o a c h  i s  c o n v e n i e n t  s i n c e  t h e  
c o e f f i c i e n t s  a r e  o n l y  c a l c u l a t e d  o n c e ,  w h e r e a s  t h e  
e l l i p t i c  i n t e g r a l  m e thod  h a s  t o  s t a r t  f rom  s c r a t c h  f o r  
ea ch  f i e l d  p o i n t .  However ,  f o r  p o i n t s  o u t s i d e  t h e  m ag n e t  
e l l i p t i c  i n t e g r a l s  h a v e  t o  be  u s e d .  I n  t h i s  c a s e  l o o p  a n d  
t h i n  s o l e n o i d  a p p r o x i m a t i o n s  a r e  u s e f u l  s i n c e  t h e y  c u t  
t h e  c o m p u t a t i o n a l  c o s t .  The r e d u c e d  a c c u r a c y  o f  t h e  m odel  
c a n  u s u a l l y  be t o l e r a t e d  s i n c e  t h e  s t r a y  e x t e r n a l  f i e l d s  
a r e  r a r e l y  r e q u i r e d  t o  a g r e a t  d e g r e e  o f  a c c u r a c y .  I n  
a d d i t i o n  t o  g r a p h i c a l  o u t p u t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  
c o n d u c t o r  m a s s e s  a n d  d i s s i p a t i o n  f i g u r e s  f o r  a n y  c u r r e n t  
l o a d i n g  and p a c k i n g  f a c t o r  o f  t h e  c o n d u c t o r s .  P r e s e t  
f i g u r e s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  a l u m i n i u m  a n d  c o p p e r ,  b u t  t h e s e  
may be a d j u s t e d  i f  r e q u i r e d .
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3 .8  T h re e  c o i l  m a g n e t  s y s t e m s .
In  an a t t e m p t  t o  p r o d u c e  a d e s i g n  f o r  a 0 . 1  T e s l a
magnet  w i t h  a 1 . 0  m e t r e  i n t e r n a l  d i a m e t e r ,  t h e  3 c o i l ,
6 th  o r d e r  a r r a n g e m e n t  o f  f i g .  3 . 3  may be u s e d  as  a
s t a r t i n g  p o i n t .  The c o i l s  a r e  g i v e n  a f i n i t e  c r o s s -
s e c t i o n  and t h e  c o m p u t e r  i s  u s e d  t o  c h o o s e  t h e  r a d i u s  o f
t h e  i n n e r  c o i l ,  a n d  t h e  t h i c k n e s s  an d  a x i a l  p o s i t i o n s  o f
t h e  end c o i l s .  F i g u r e  3 . 6 . 1  shows t h e  r e s u l t  o f  d o i n g
t h i s ,  a l o n g  w i t h  c o n t o u r s  o f  t h e  +10ppm f i e l d  e r r o r .  The
a r r a n g e m e n t  p r o d u c e s  0 . 1  T e s l a  c e n t r a l  f i e l d  w i t h  an 
2
a r b i t a r y  2A/mm c u r r e n t  d e n s i t y ,  and p a c k i n g  f a c t o r  o f  
75%.
A whole  s e r i e s  o f  d e s i g n s  may be o b t a i n e d  by 
i n c r e a s i n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  c e n t r e  c o i l  t o  fo rm  a 
s o l e n o i d ,  and  a d j u s t i n g  t h e  c o i l  d i m e n s i o n s  so  a s  t o  k e e p  
a 0 .1  T e s l a  c e n t r a l  f i e l d .  The r e m a i n i n g  p a r t s  o f  f i g .
3 .6  show t h e  e f f e c t  o f  d o i n g  t h i s .  P l o t s  o f  f i e l d  
u n i f o r m i t y ,  power  d i s s i p a t i o n  a n d  c o n d u c t o r  w e i g h t  
( a ssum ed  to  be c o p p e r )  v e r s u s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  c e n t r e  
c o i l  a r e  shown i n  f i g .  3 . 7 .  I t  c a n  be  s e e n  t h a t  t h e r e  i s  
a s t e a d y  i n c r e a s e  i n  f i e l d  u n i f o r m i t y  w i t h  s o l e n o i d  
l e n g t h ,  h o w e v e r ,  t h i s  h a s  t o  b e  p a i d  f o r  w i t h  e x t r a  




F i g . 3 . 6  6 t h  o r d e r ,  3 c o l l  m a g n e t s  w i t h  d i f f e r e n t  
c e n t r e  c o i l  l e n g t h s  (+10ppm c o n t o u r s )
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F i g . 3 . 7  V a r i a t i o n  i n  p e r f o r m a n c e  o f  6 t h  o r d e r  
m a g n e t s  w i t h  l e n g t h  o f  c e n t r e  c o i l
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IVhen t h e  s o l e n o i d  l e n g t h  i s  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  0.6m 
i t  i s  p o s s i b l e  t o  u s e  t h e  o u t e r  c o i l s  t o  c a n c e l  t h e  6 t h  
o r d e r  t e r m  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  2nd and  4 t h  t e r m s .  F i g .  3 . 8  
shows t h r e e  c a s e s  w here  t h i s  h a s  b e e n  d o n e ,  a n d  f i g .  3 . 9  
g i v e s  g r a p h i c a l  i n f o r m a t i o n  f o r  a r a n g e  o f  t h e s e  d e s i g n s .
I n  a l l  c a s e s  t h e  r a d i u s  o f  t h e  u n i f o r m  r e g i o n  i n  t h e  
8 th  o r d e r  s y s t e m  i s  a t  l e a s t  1 . 5  t i m e s  t h a t  i n  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  6 t h  o r d e r  s y s t e m .  F o r  m a g n e t s  w i t h  a 
s o l e n o i d  l e n g t h  o f  a b o u t  1 m e t r e  t h i s  i n c r e a s e  i s  
o b t a i n e d  w i t h  no  i n c r e a s e  i n  power  o r  w e i g h t .  As t h e  c o i l  
l e n g t h  i s  i n c r e a s e d  up  t o  2 m e t r e s  t h e  w e i g h t  and  power 
o f  t h e  8 t h  o r d e r  m agne t  r i s e s  t o  a b o u t  1 . 2  t i m e s  t h a t  o f  
t h e  6 th  o r d e r .  H ow ever ,  t h e  i n c r e a s e  i n  hom ogeneous  
volume w i t h  s o l e n o i d  l e n g t h  i s  n o t  s m o o th ,  w i t h  t h e  
r e s u l t  t h a t  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  a c o r r e c t e d  2 m e t r e  l o n g  
s o l e n o i d  may n e a r l y  be  a c h i e v e d  w i t h  a s o l e n o i d  o n l y  1 . 5  
m e t r e s  l o n g .  The r e a s o n  f o r  t h e  u n u s u a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  
h o m o g e n e i ty  c u r v e s  i n  f i g .  3 . 9  i s  t h a t  t h e  8 t h  and  1 0 t h  
o r d e r  t e r m s  g e n e r a t e d  by  t h e  c o m p l e t e  s y s t e m  a r e  s m a l l  
( f i g .  3 . 1 0 )  when t h e  c e n t r a l  c o i l  i s  i n  t h e  o r d e r  o f  1 . 5  
m e t r e s  l o n g .  Hence t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n c r e a s e  i n  u n i f o r m  
vo lum e.
As t h e  s o l e n o i d  l e n g t h  o f  t h e  8 t h  o r d e r  s y s t e m  i s  
d e c r e a s e d  f rom 1 m e t r e ,  t h e  s i z e  o f  t h e  r e q u i r e d  
c o r r e c t i o n  c o i l s  becom es  e x c e s s i v e l y  l a r g e .  T h i s  r e s u l t s  
n o t  o n l y  i n  a l a r g e  i n c r e a s e  i n  power  a n d  w e i g h t ,  b u t  an 
i m p r a c t i c a l  m e c h a n i c a l  s t r u c t u r e .  Thus i t  becomes
77
0,1 m
F i g . 3 . 8  8 t h  o r d e r ,  3 c o i l  m a g n e t s  w i t h  d i f f e r e n t  
c e n t r e  c o i l  l e n g t h s  (+10ppm c o n t o u r s )
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F i g . 3 . 9  V a r i a t i o n  i n  p e r f o r m a n c e  o f  8 t h  o r d e r  
m ag n e ts  w i t h  l e n g t h  o f  c e n t r e  c o i l
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u n r e a l i s t i c  t o  make 8 t h  o r d e r  m a g n e t s  o f  t h i s  b o r e  w i t h  a 
s o l e n o i d  l e n g t h  o f  l e s s  t h a n  a b o u t  0 . 8  m e t r e s .
I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  3 c o i l  a r r a n g e m e n t  i s  c a p a b l e  
o f  m e e t i n g  a w ide  r a n g e  o f  p e r f o r m a n c e  r e q u i r e m e t s .  
However ,  f o r  t h e  c a s e s  w h ere  t h e  s o l e n o i d  l e n g t h  i s  
g r e a t e r  t h a n  a b o u t  0 . 8  m e t r e s  l o n g  i t  i s  more e c o n o m i c a l  
to  o b t a i n  a g i v e n  f i e l d  h o m o g e n e i t y  w i t h  an  8 t h  o r d e r  
r a t h e r  t h a n  a 6 t h  o r d e r  s y s t e m .  T h e o r e t i c a l l y ,  a s o l e n o i d  
o f  a b o u t  1 . 2  m e t r e s  l e n g t h  i s  r e q u i r e d  t o  m e e t  t h e  +10ppm 
maximum f i e l d  e r r o r  a t  25 cms r a d i u s ,  as  was s e t  o u t  i n  
c h a p t e r  1 .  In  p r a c t i c e  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  l e a v e  some 
m a r g in  i n  o r d e r  t o  a l l o w  f o r  d e f e c t s  i n  m a n u f a c t u r e ,  and  
so i t  may be t e m p t i n g  t o  c o n s i d e r  a s o l e n o i d  l e n g t h  
a p p r o a c h i n g  1 . 5  m e t r e s .  The l a r g e  i n c r e a s e  i n  u n i f o r m i t y  
o b t a i n e d  w i t h  a r e l a t i v e l y  s m a l l  i n c r e a s e  i n  w e i g h t  and 
power makes t h e  s y s t e m  v e r y  a t t r a c t i v e  i f  f i e l d  
h o m o g e n e i ty  i s  t h e  o v e r r i d i n g  c o n c e r n  o f  t h e  d e s i g n e r .
3 .9 F o u r  c o i l  m a g n e t  s y s t e m s .
A s e r i e s  o f  8 t h  o r d e r ,  f o u r  c o i l  d e s i g n s  may be 
d e r i v e d ,  a g a i n  u s i n g  t h e  f i l a m e n t a r y  m o d e l s  o f  f i g . 3 . 3  as  
a s t a r t i n g  p o i n t .  T h i s  s o r t  o f  a r r a n g e m e n t  may be 
c o n s i d e r e d  as  an a p p r o x i m a t i o n  t o  a s p h e r i c a l  c u r r e n t  
s h e e t  w i t h  s i n u s o i d a l  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n .  H o w ev e r ,  i t  
w i l l  s e e n  t h a t  more g e n e r a l  r e s u l t s  t h a n  t h i s  may be 












F i g . 3 . 1 0  V a r i a t i o n  o f  8 t h  and  1 0 t h  o r d e r  e r r o r s
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F i g . 3 .1 1  T h i c k  c o i l  v e r s i o n  o f  8 t h  o r d e r
4 c o i l  m agne t
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l o o p  a r r a n g e m e n t .  The c o i l  w i d t h s  a r e  s e t  a t  0 . 2  m e t r e s ,  
i n n e r  c o i l  r a d i i  a t  0 . 5  m e t r e s ,  a n d  t h e  c o i l  t h i c k n e s s e s  
c h o s e n  t o  g i v e  a 0 . 1  T e s l a  c e n t r a l  f i e l d .
A n o d i s ed  a lu m in iu m  t a p e  m i g h t  be u s e d  to  wind t h e
c o i l s ,  o r  a l t e r n a t i v e l y  c o p p e r  t a p e  w i t h  a t h i n  l a y e r  o f
i n s u l a t i o n  ( e g .  K a p t o n ) .  Such a n  a r r a n g e m e n t  would  be
e x p e c t e d  to  g i v e  v e r y  h i g h  a p a c k i n g  f a c t o r .  A ssum ing  t h e
2
c o i l s  t o  be  c o p p e r  wound c a r r y i n g  2 k / m m .  ( a s  i n  t h e  3 
c o i l  c a s e )  a n d  h a v i n g  a 90% p a c k i n g  f a c t o r ,  t h e  r e q u i r e d  
0 .1  T e s l a  c e n t r a l  f i e l d  i s  o b t a i n e d  w i t h  a d i s s i p a t i o n  o f  
1 5 . 2 kW, and  a c o p p e r  w e i g h t  o f  1 . 9 7  t o n n e s .  The f o u r  c o i l  
a r r a n g e m e n t  i s  t h e r e f o r e  much more  e f f i c i e n t  and  l i g h t e r  
t h a n  t h e  3 c o i l ,  s i m p l y  b e c a u s e  t h e  c o n d u c t o r s  a r e  c l o s e r  
to  t h e  r e g i o n  o f  i n t e r e s t .  H ow ever ,  b e c a u s e  o f  t h e  
d i s c r e t e  n a t u r e  o f  t h e  c o i l s  t h e  h o m o g e n e i t y  i s  much 
w o r s e ,  +10ppm f i e l d  e r r o r s  o c c u r  a t  0 .14m  on a x i s  and 
0.16m on t h e  r a d i u s .  T h i s  s o r t  o f  u n i f o r m i t y  i s  t y p i c a l  
o f  t h e  s y s t e m s  t h a t  a r e  d e s c r i b e d  h e r e ,  and w ou ld  be 
a c c e p t a b l e  f o r  f o r  m aking  im ag es  o f  t h e  human h e a d .  At 
0.2m r a d i u s  t h e  e r r o r s  a r e  a b o u t  ±50ppm, and w h i l s t  t h i s  
a r e a  c o v e r s  m os t  o f  t h e  human t o r s o ,  i t  m u s t  b e  a c c e p t e d  
t h a t  t h e  m ak ing  o f  h i g h  r e s o l u t i o n  p i c t u r e s  i s  made more  
d i f f i c u l t  by t h e  i n c r e a s e d  f i e l d  e r r o r s .
The b o r e  o f  t h i s  m a g n e t  h a s  r a t h e r  r e s t r i c t e d  
a c c e s s ,  so i n  o r d e r  t o  im p ro v e  t h i s  t h e  o u t e r  c o i l  r a d i i  
may be i n c r e a s e d ,  as  shown i n  f i g .  3 . 1 2 . 1 .  As t h e  r a d i u s  




F i g . 3 . 1 2 , 1  V a r i a t i o n  o f  c o i l  g e o m e t ry  w i t h
a x i a l  a c c e s s
0,1 m
-T--------1------- 1--------1--------1------- T
F i g . 3 . 1 2 . 2 A f o u r  c o i l  magnet  w i t h  good 
a x i a l  a c c e s s
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moves s l i g h t l y  away from t h e  c e n t r e  p l a n e .  The 
p e n u l t i m a t e  a r r a n g e m e n t ,  a d j u s t e d  to  g i v e  a 0 . 1  T e s l a  
c e n t r a l  f i e l d ,  i s  shown i n  f i g .  3 . 1 2 . 2 .
A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  same s t a r t i n g  p o i n t  may be u s e d  
t o  o b t a i n  a m a g n e t  w i t h  good r a d i a l  a c c e s s .  ( f i g .
3 . 1 3 . 1 . )  H ere  t h e  i n n e r  c o i l s  h av e  b e e n  f o r c e d  a x i a l l y  
o u t w a r d s ,  t h e  c o i l  r a d i i  and i n n e r  c o i l  t h i c k n e s s  b e i n g  
a l l o w e d  to  v a r y .  A m ag n e t  t h a t  p r o d u c e s  0 . 1  T e s l a  c e n t r a l  
f i e l d ,  and whose i n n e r  and  o u t e r  c o i l s  h a v e  t h e  same 
s e p a r a t i o n  i s  shown i n  f i g .  3 . 1 3 . 2 .
A l th o u g h  a c c e s s  t o  t h e  c e n t r a l  f i e l d  i s  im p ro v e d  i n  
t h e  l a t t e r  c a s e s ,  i t  m u s t  b e  p a i d  f o r  w i t h  i n c r e a s e d  
power d i s s i p a t i o n  and c o n d u c t o r  w e i g h t .  T h i s  i s  
p a r t i c u l a r l y  t r u e  f o r  t h e  r a d i a l  a c c e s s  s y s t e m  w here  b o t h  
of  t h e s e  q u a n t i t i e s  h a v e  more  t h a n  d o u b l e d .
A summary o f  t h e  4 c o i l  s y s t e m s  an d  a 6 t h  o r d e r ,  3 
c o i l  s y s t e m  w i t h  c o m p a r a b l e  h o m o g e n e i t y  i s  shown i n  t a b l e
3 . 1 .  The c u r r e n t  d e n s i t y  an d  p a c k i n g  f a c t o r  a r e  a s su m ed
2






F i g . 3 . 1 3 . 1  V a r i a t i o n  o f  c o i l  g e o m e t r y  w i t h
r a d i a l  a c c e s s
F i g . 3 . 1 3 . 2  A f o u r  c o i l  m agne t  w i t h  i m p ro v e d
r a d i a l  a c c e s s
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T ab le  3 .1  C o m p a r i so n  o f  3 and 4 c o i l  s y s t e m s .
D i s t .  f o r  IQppm e r r o r ( m )
a x i a l  r a d i a l  Power(kW) W e i g h t ( t )
S p h e r i c a l
4 c o i l  0 . 1 4  0 . 1 6  1 5 . 2  1 .9 7
A x i a l  a c c e s s
4 c o i l  0 . 1 5  0 . 1 7  2 0 . 0  2 .5 9
R a d i a l  a c c e s s
4 c o i l  0 . 1 2  0 . 1 5  3 2 . 3  4 . 1 8
6 t h  o r d e r  0 . 1 4  0 . 1 7  2 3 . 4  3 . 0 3
3 c o i l
3 .1 0  The d e s i g n  o f  sh im  c o i l s .
I n  any p r a c t i c a l  m ag n e t  t h e r e  w i l l  a l m o s t  c e r t a i n l y  
be some d e f e c t s  i n  t h e  f i e l d  u n i f o r m i t y  t h a t  w i l l  r e q u i r e  
c o r r e c t i o n ,  e i t h e r  by t h e  movement o f  i n d i v i d u a l  c o i l s  
f rom t h e i r  t h e o r e t i c a l l y  i d e a l  p o s i t i o n s ,  o r  by t h e  
a d d i t i o n  o f  s m a l l  " sh im "  c o i l s .  The d e f e c t s  t h a t  o c c u r  
w i l l  be due t o  t h e  l i m i t e d  m e c h a n i c a l  t o l e r a n c e s  t h a t  may 
be r e a s o n a b l y  a c h i e v e d  d u r i n g  c o n s t r u c t i o n ,  and  due t o  
f e r r o m a g n e t i c  m a t e r i a l  t h a t  w i l l  i n e v i t a b l y  b e  p r e s e n t  i n
8 6
n e a r b y  e q u i p m e n t ,  o r  i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  b u i l d i n g  i n  
which t h e  m agne t  i s  h o u s e d .
A c o n v e n i e n t  way o f  t a c k l i n g  t h e  p r o b le m  o f  r e m o v in g  
t h e  unw anted  i n h o m o g e n e i t y  i s  t o  m e a s u re  t h e  a c t u a l  f i e l d  
and o b t a i n  h a r m o n ic  v a l u e s  f rom  t h e  m e a s u r e m e n t s .  C o i l s  
t h a t  p r o d u c e  o n l y  one  h a r m o n ic  t e r m  may t h e n  be u s e d  t o  
c a n c e l  t h e  u n w a n te d  h a r m o n i c s  one  a t  a t i m e .  The
a d j u s t m e n t s  made w i t h  t h e  c o i l s  w i l l  n o t  i n t e r a c t  w i t h
e a ch  o t h e r  s i n c e  t h e  h a r m o n i c s  t h a t  t h e y  p r o d u c e  w i l l  be 
o r t h o g o n a l .
A method f o r  o b t a i n i n g  h a r m o n ic  v a l u e s  f rom  f i e l d
m e a s u re m e n ts  i s  d e s c r i b e d  i n  s e c t i o n  4 . 4 ,  w here  t h e y  a r e
r e p r e s e n t e d  a s  t h e  p e a k  t o  p e a k  c o n t r i b u t i o n  t h a t  t h e
h a rm o n ic  makes ( i n  ppm) t o  t h e  i n h o m o g e n e i t y  o v e r  t h e
s u r f a c e  o f  a s p h e r e  o f  g i v e n  r a d i u s .  T h i s  i s  a f a i r l y
c o n v e n i e n t  r e p r e s e n t a t i o n  as  i t  h a s  a p h y s i c a l
i n t e r p r e t a t i o n .  The a ^ s  o f  e q .  3 . 3  may be c o n v e r t e d  i n t o
t h i s  fo rm  by  means o f
c = a W r  ^  10^ /  a ( 3 . 1 8 )n n n o  o
where  c ^  r e p r e s e n t s  t h e  p e a k  t o  p e a k  a m p l i t u d e  o f  t h e  n t h
h a r m o n ic  o v e r  a s p h e r e  o f  r a d i u s  r  . I f  t h e  w e i g h t  W i so n
t a k e n  a s  u n i t y  f o r  t h e  p r e s e n t ,  t h e  c ^  w i l l  r e p r e s e n t  t h e
peak  v a r i a t i o n  o v e r  t h e  s p h e r e .  The a ^ s  a c t u a l l y
r e p r e s e n t  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  n t h  h a r m o n i c  o v e r  a
s p h e r e  o f  u n i t  r a d i u s .
In  o r d e r  to  show t y p i c a l  v a l u e s  f o r  t h e  h a r m o n i c s  
g e n e r a t e d  by i n c o r r e c t  c o i l  d i m e n s i o n s ,  +0.1mm e r r o r s
87
were i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  4 c o i l  model  o f  f i g .  3 . 1 1 .  The 
unw anted  h a r m o n i c s  g e n e r a t e d  a t  0 .25m  r a d i u s  by t h e s e  
e r r o r s  a r e  shown i n  t a b l e  3 . 2 .
T a b le  3 .2  H a rm o n ic s  g e n e r a t e d  by i n c o r r e c t  c o i l  p o s i t i o n s
i n  t h e model o f  f i g .  3 .1 1 (ppm w r t  O . I T  a t  0 . 25m r a d i u s  )
Harmonic A x ia l e r r o r R a d i a l e r r o r
i n n e r o u t e r i n n e r o u t e r
CO i l c o i l c o i l c o i l
3 3 . 4 - 2 9 . 7 - 4 6 . 5 - 5 . 0
3 1 . 0 - 9 . 0 9 . 9 - 1 6 . 4
^3 - 1 . 2 1 . 0 1 6 . 8 - 9 . 9
=4 - 7 .  3 2 . 3 1 . 6 - 3 . 0
^5 - 1 . 4 1 . 2 - 3 . 0 0 . 0
1 . 0 0 . 3 - 0 . 9 0 . 4
C l e a r l y , t h e h o m o g e n e i t y  i s  v e r y s e n s i t i v e  t o d i m e n s i o n a l
e r r o r s . Even th o u g h  t h e  u n w a n te d h a r m o n i c s  may be  r e d u c e d
by t h e  d e l i b e r a t e  movements  o f  t h e  m ag n e t  c o i l s ,  sh im  
c o i l s  would  s t i l l  be  n e c e s s a r y  a s  i t  i s  i m p r o b a b l e  t h a t  
new p o s i t i o n s  c o u l d  be  f o u n d  t h a t  c o m p l e t e l y  c a n c e l  t h e  
u nw an ted  t e r m s .
In  o r d e r  t o  d e s i g n  a p p r o p r i a t e  sh im  c o i l s ,  r e f e r e n c e  
s h o u ld  be made t o  f i g .  3 . 1 4 .  T h e s e  d i a g r a m s  show t h e  s i g n s  
o f  t h e  low o r d e r  h a r m o n i c s  g e n e r a t e d  by a c u r r e n t  
c a r r y i n g  l o o p  a s  a f u n c t i o n  o f  i t s  a n g u l a r  p o s i t i o n .  They
8 8
+ z a x i s
+ z a x i s
F i g .  3 . 14  V a r i a t i o n  o f  t h e  s i g n s  o f  s p h e r i c a l  
h a r m o n i c s  w i t h  t h e  a n g u l a r  p o s i t i o n  
o f  a c u r r e n t  c a r r y i n g  l o o p
a r e  d e r i v e d  f rom  t h e  e x p r e s s i o n s  i n  a p p e n d i x  3 . 1 .  To 
g e n e r a t e  an e v e n  o r d e r  h a r m o n i c ,  c o i l  p a i r s  t h a t  a r e  
sy m m e t r i c  a b o u t  t h e  o r i g i n  a r e  u s e d ,  w h i l s t  odd o r d e r s  
a r e  g e n e r a t e d  by  a n t i s y m m e t r i c  c o i l  p a i r s .
So ,  t o  p r o d u c e  a sh im  t h a t  s u b s t a n t i a l l y  g e n e r a t e s  a 
f i r s t  o r d e r  g r a d i e n t ,  a p a i r  o f  o p p o s i n g  c o i l s  t h a t  
s u b te n d  a h a l f  a n g l e  o f  4 9 . 1  d e g r e e s  a t  t h e  o r i g i n  may be 
u s e d .  By u s i n g  t h i s  a n g l e  i t  i s  e n s u r e d  t h a t  no t h i r d  
h a rm o n ic  i s  g e n e r a t e d .  The am ount  o f  f i r s t  and  f i f t h  
o r d e r s  t h a t  a r e  p r o d u c e d  a t  0 .25m r a d i u s ,  by  1.0m 
d i a m e t e r  c o i l s ,  i s  g i v e n  i n  t a b l e  3 . 3 .
In  many c a s e s ,  t h e  s m a l l  amount o f  f i f t h  o r d e r  
h a rm o n ic  w i l l  be  o f  no s i g n i f i c a n c e .  H ow ever ,  i t  d o e s  
mean t h a t  t h e  a d j u s t m e n t s  o f  t h e  c o i l  c u r r e n t s  w i l l  n o t  
be q u i t e  i n d e p e n d e n t .  I f  l a r g e  a d j u s t m e n t s  a r e  r e q u i r e d  
t h e n  some a l l o w a n c e  may h a v e  t o  be made f o r  t h e  u n w a n te d  
h a r m o n i c s .  A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  a d d i t i o n  o f  a s e c o n d  c o i l  
p a i r  a l l o w s  b o t h  t h e  t h i r d  a n d  t h e  f i f t h  o r d e r s  to  be 
rem oved .  The p e n a l t y  f o r  p r o d u c i n g  a p u r e r  g r a d i e n t  i s  
t h a t  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  sh im  i s  r e d u c e d .
The t a s k  o f  d e s i g n i n g  sh im  c o i l s  ( an d  m a g n e t s )  c a n  
t h e r e f o r e  be r e d u c e d  t o  c h o o s i n g  l i k e l y  a n g u l a r  p o s t i o n s  
f o r  t h e  c o i l s  u s i n g  f i g . 3 . 1 4 ,  and l e t t i n g  t h e  c o m p u t e r  
p ro g ram  c a n c e l  t h e  a p p r o p r i a t e  h a r m o n i c s  by  a d j u s t i n g  t h e  
c o i l  p o s i t i o n s  and c u r r e n t s .  S e t s  o f  sh im s  may be 
d e s i g n e d  t h a t  h a v e  a common r a d i u s ,  where  t h e y  a r e  t o  f i t  
i n t o  a s o l e n o i d a l  m a g n e t ;  o r  l i e  on two p l a n e s
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p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  z a x i s ,  w h e re  t h e  m ag n e t  i s  a f o u r  
c o i l  t y p e  w i t h  r a d i a l  a c c e s s .  T h e r e  i s  a g r e a t  d e a l  o f  
c h o i c e  i n  p o s i t i o n i n g  t h e  i n d i v i d u a l  c o i l s  o f  a m u l t i c o i l  
sh im  b e c a u s e ,  j u s t  a s  f o r  m a g n e t s ,  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  
t h a t  a r e  e f f e c t i v e l y  b e i n g  s o l v e d  by  t h e  p r o g ra m  a r e  
u s u a l l y  o v e r d e t e r m i n e d .  The d e s i g n e r  i s  t h e r e f o r e  a b l e  t o  
p r o d u c e  a sh im c o i l  s e t  w i t h  t h e  minimum o f  d i f f i c u l t y  
due  t o  t h e  c o i l s  b e i n g  c o i n c i d e n t ,  o r  n e a r l y  s o .
The e x a m p le s  i n  t a b l e  3 . 3  may t h e r e f o r e  be  u s e d  as  
t h e  s t a r t i n g  p o i n t  f o r  d e s i g n s  w i t h  a common d i a m e t e r  o f  
1 m e t r e .  The o p t i m i s a t i o n  p r o g r a m  may be u s e d  t o  o b t a i n  
d e s i g n s  w i t h  i n t e g r a l  t u r n s  r a t i o s ,  a n d  t h e y  ca n  be 
e x p a n d e d  i n t o  t h i c k  s e c t i o n  c o i l s ,  a s  was do n e  i n  t h e  
c a s e  o f  t h e  m agnet  d e s i g n s .
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T ab le  3 . 3  H arm o n ie s  g e n e r a t e d  by 1 .0m d i a m e t e r  s h i m c o i l s  
( i n  p p m /a m p tu m  w r t  O . I T ,  a t  0 .25m r a d i u s )
Angula r  C u r r e n t
P o s i t i o n  
( d e g r e e s  )
R a t i o
1 s t  o r d e r




6 .7 2 . 4 8 0 0
3rd  o r d e r  
69 .75  
5 6 .9
1




- 3 . 5 6 0 0 . 4 2 0
5 th  o r d e r
8 0 .9




0 .5 8 0 0 0 . 1 5
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T a b le  3 . 3  ( c o n t d . )
A n g u la r  C u r r e n t  
Pos i t i o n  
( d e g r e e s  )
2nd o r d e r
o s i t i R a t i o
4 0 .1 - 1 0 - 0 . 0 2




1 8 .2 4 0 .6 5 0 0
4 t h  o r d e r  
6 3 . 4 - 0 - 0 . 6 5 0 . 1 7
76 .8
4 0 . 6
1
2 .9 5 0 0 . 1 0 0




- 1 . 8 8 0 0 0 . 1 0
q?
3 .1 1  C o n c l u s i o n s .
The r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  d e m o n s t r a t e  
t h a t  t h e  i n t e r a c t i v e  c o m p u t e r  p ro g ra m  i s  c a p a b l e  o f  
p r o d u c i n g  d e s i g n s  f o r  a w ide  v a r i e t y  o f  m a g n e t  s y s t e m s ,  
and sh im  c o i l s ,  t h a t  m ee t  a b r o a d  r a n g e  o f  p e r f o r m a n c e  
and m e c h a n i c a l  r e q u i r e m e n t s .  A u s e r  w i t h  no p r e v i o u s  
know ledge  o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s ,  o r  o p t i m i s a t i o n  
m e th o d s ,  may e a s i l y  t a k e  any  o f  t h e  d e s i g n s  d e s c r i b e d  and 
a d a p t  i t s  d i m e n s i o n s  t o  f i t  a g i v e n  w i n d i n g  a r r a n g e m e n t .  
In  o r d e r  t o  d e s i g n  a s y s t e m  from s c r a t c h  t h e  u s e r  w ou ld  
r e q u i r e  some k n o w le d g e  o f  h a r m o n i c s ,  b u t  r e f e r e n c e  t o  
f i g . 3 . 1 4  s h o u l d  b e  a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  
a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  t h e  c o i l s  t o  a c h i e v e  a g i v e n  r e s u l t .  
The c o m p u te r  w i l l  t h e n  c a l c u l a t e  t h e  unknown d i m e n s i o n s .
The u s e  o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  a l l o w s  c a l c u l a t i o n s  
t o  be p e r f o r m e d  q u i c k l y  and  e f f i c i e n t l y .  At t h e  same t im e  
i t  a l l o w s  t h e  u s e r  t o  o b t a i n  some f e e l  f o r  what  c a n  
p r o d u c e  a f e a s i b l e  d e s i g n ,  and w h a t  c a n n o t .  I f  t h e  
e l l i p t i c  i n t e g r a l  c a l c u l a t i o n s  w ere  u s e d  i n s t e a d  o f  t h e  
h a r m o n ic  a p p r o a c h ,  t h e  t i m e  t a k e n  t o  p e r f o r m  t h e  f i e l d  
c a l c u l a t i o n s  w ou ld  be s u f f i c i e n t l y  l o n g  t h a t  i t  w ou ld  n o t  
be w o r th  r u n n i n g  as  an i n t e r a c t i v e  p r o g r a m .  The 
u s e f u l n e s s  o f  t h e  p r o g ra m  w ould  t h e n  b e  g r e a t l y  r e d u c e d ,  
a s  t h i s  r e p r e s e n t s  a  s t r o n g  d i s i n c e n t i v e  t o  a d o p t  a t r i a l  
an d  e r r o r  a p p r o a c h  t o  a c h i e v i n g  a new d e s i g n .
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CHAPTER 4 .  MODELLING OF DISCRETE CONDUCTORS.
4 . 1  I n t r o d u c t i o n .
H av ing  c h o s e n  a s u i t a b l e  m agne t  d e s i g n  u s i n g  t h e  
t e c h n i q u e s  o f  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
e v a l u a t e  t h e  e f f e c t s  t h a t  a r e a l  w i n d i n g  w i l l  h a v e  on t h e  
m a g n e t ’ s p e r f o r m a n c e .  A w i n d i n g  may c o n s i s t  o f  h e l i c e s  o r  
s p i r a l s ,  i t  may be o v a l  o r  t a p e r e d  b e c a u s e  o f  t h e  e f f e c t s  
o f  m e c h a n i c a l  t o l e r a n c e s ,  and  i t  w i l l  h a v e  
i n t e r c o n n e c t i o n s  b e tw e e n  t h e  i n d i v i d u a l  c o i l s  and  t h e  
power s u p p l y .  A l l  o f  t h e s e  e f f e c t s  r e q u i r e  m o d e l l i n g ,  a n d  
a u n i f i e d  a p p r o a c h  i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r .
Because  o f  t h e  d i f f i c u l t i e s  i n  v i s u a l i s i n g  t h e  e f f e c t s  
o f  t h e s e  d i s t u r b a n c e s  by l o o k i n g  a t  f i e l d  v a l u e s  a l o n e ,  a 
more g e n e r a l  s e r i e s  o f  n o n - a x i s y m m e t r i c  h a r m o n i c s  i s
i n t r o d u c e d ,  t o g e t h e r  w i t h  a m e th o d  f o r  r e s o l v i n g  a  s e t  o f  
f i e l d  v a l u e s  i n t o  h a r m o n ic  a m p l i t u d e s .  By u s i n g  h a r m o n i c s  
i t  i s  p o s s i b l e  t o  g a i n  some i n s i g h t  i n t o  t h e  s o r t  o f  
e f f e c t  t h a t  e a c h  d i s t u r b a n c e  p r o d u c e s  b e c a u s e  o f  t h e  h i g h  
d e g r e e  o f  symmetry  t h a t  e a c h  h a r m o n ic  t e r m  p o s s e s s e s .
R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  a  r a n g e  o f  c o n d u c t o r
g e o m e t r i e s .  From t h e s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  some 
g u i d e l i n e s  t h a t  a l l o w  t h e  d e s i g n e r  t o  m i n i m i s e  t h e
e f f e c t s  o f  r e a l  w i n d i n g s  u pon  f i e l d  u n i f o r m i t y .  Shimming
r
m ethods  a r e  a l s o  d e s c n b e d  t h a t  a l l o w  some o f  t h e
r e m a i n i n g  f i e l d  e r r o r s  t o  be r e m o v e d ,  e i t h e r  by movement 
o f  t h e  magnet  c o i l s ,  o r  w i t h  s p e c i a l l y  s h a p e d  sh im  c o i l s .
94
4 .2  F i e l d  c a l c u l a t i o n s  f o r  p r a c t i c a l  w i n d i n g s .
W h i l s t  i t  may be  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a n a l y t i c  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f i e l d s  f ro m  v a r i o u s  fo rm s  o f  w i n d i n g ,  
t h e y  a r e  g e n e r a l l y  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n ,  and  s i n c e  t h e y  
u s u a l l y  i n c l u d e  e l l i p t i c  i n t e g r a l s  t h e y  h a v e  t o  be 
e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y  anyway .  A f u r t h e r  p r o b le m  i s  t h a t  a 
c o m p l e t e  new d e r i v a t i o n  m u s t  b e  p e r f o r m e d  f o r  e v e r y  new 
e f f e c t  t h a t  r e q u i r e s  m o d e l l i n g .  A much s i m p l e r  a p p r o a c h  
i s  t o  c a l c u l a t e  t h e  f i e l d  by  t h e  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  
t h e  B i o t - S a v a r t  law .  The f i e l d  o f  a n  i n c r e m e n t a l  c u r r e n t  
c a r r y i n g  e l e m e n t  ( f i g .  4 . 1 ) ,  i s  g i v e n  by
dH = I ( r  X  d r )  ( 4 . 1 )
4TTr^
F i g . 4 . 1  F i e l d  dH d u e  t o  c u r r e n t  c a r r y i n g  e l e m e n t  dR
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As an e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  f i l a m e n t a r y  c u r r e n t  
c a r r y i n g  l o o p  i n  f i g u r e  4 . 2 .  The c o m p o n e n t s  o f  t h e  
v a r i o u s  v e c t o r s  w i l l  be g i v e n  by 
R = ( R c o s 0 , R s i n 0 , ) £  = ( x , y , z )
r  = ( R c o s 0 - x , R s i n 0 - y , z ^ - z ) ^  = ( - R s i n 0 , R c o s 0 , 0  )
= d r
( 4 . 2 )
S u b s t i t u t i n g  4 . 2  i n t o  4 . 1  and  e v a l u a t i n g  t h e  c r o s s  
p r o d u c t  a l l o w s  t h e  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  H t o  be e v a l u a t e d  
by i n t e g r a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  0 t h r o u g h o u t  t h e  r a n g e  0 
t o  2t t  . Thus a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  f i e l d  
o f  any f i l a m e n t a r y  c o n d u c t o r  i s  a p a r a m e t r i c  d e s c r i p t i o n  
o f  t h e  p a t h  t a k e n  by  t h e  f i l a m e n t ,  and  i t s  d e r i v a t i v e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h a t  p a r a m e t e r .  The r e s t  o f  t h e  p r o c e d u r e  
w i l l  be t h e  same w h a t e v e r  t h e  a c t u a l  fo rm  o f  t h e  w i r e .  
The p a r a m e t r i c  fo rm  f o r  a g e n e r a l i s e d  f i l a m e n t a r y  a r c  o r  
l o o p  t h a t  c a n  h a v e  h e l i c a l  o r  s p i r a l  p i t c h ,  o v a l i t y  and  
a n  a r b i t a r y  s t a r t i n g  p o i n t  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  4 . 1 .  A l s o  
g i v e n  i s  a  p a r a m e t r i c  fo rm  f o r  a  s t r a i g h t  w i r e ,  a l t h o u g h  
t h i s  c o u l d  e a s i l y  be t a c k l e d  by a n a l y t i c a l  m e a n s .
The method may be e x t e n d e d  t o  r e c t a n g u l a r  s e c t i o n  
c o n d u c t o r s .  I f  t h e  c o n d u c t o r ' s  p a r a m e t r i c  e q u a t i o n  r e f e r s  
t o  i t s  c e n t r e  ( f i g .  4 . 3 ) ,  t h e n  a t r i p l e  i n t e g r a t i o n  m u s t  
now b e  p e r f o r m e d  w i t h  one i n t e g r a t i o n  i n  w i d t h  f ro m  -w /2  
t o  +w /2 ,  one i n  t h i c k n e s s  f rom  - t / 2  t o  + t / 2 ,  and t h e
t h i r d  as  b e f o r e  i n  0 .  B e f o r e  t h i s  c a n  be done i t  i s
e s s e n t i a l  t o  know t h e  d i r e c t i o n s  i n  w h ic h  t h e  f i r s t  two
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F i g . 4 . 2  V e c t o r s  r e q u i r e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  f i e l d
o f  a l o o p  o f  w i r e
9 xdr
F i g . 4 . 3  V e c t o r s  r e q u i r e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  f i e l d
o f  a r e c t a n g u l a r  s e c t i o n  w i r e
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i n t e g r a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d .  In  t h e  c a s e  o f  a t h i c k  w i r e  
lo o p  t h e s e  d i r e c t i o n s  a r e  s im p l y  a x i a l l y  and  r a d i a l l y .  
However ,  when t h e r e  i s  a h e l i c a l  o r  s p i r a l  p i t c h  t h i s  i s  
no l o n g e r  t r u e .  The d i r e c t i o n  r e q u i r e d  f o r  t h e  i n t e g r a l  
i n  w i d t h  i s  g i v e n  by  t h e  u n i t  v e c t o r  ç x ^  and  i n  
t h i c k n e s s  by ^  x  ( ç  x  ^ ) .  So t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  R ' o f  
an i n c r e m e n t a l  c u r r e n t  e l e m e n t  a n y w h e re  i n  t h e  c o n d u c t o r  
volume w i l l  be g i v e n ,  a f t e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  
t e r m ,  by
R ' = R + a^^^T'dr  + b ( 4 . 3 )
w here  - w / 2 ^ a ^ + w / 2  a n d  - t / 2  ^ b ^  t / 2 .
The v e c t o r  ^  r e m a i n s  u n c h a n g e d  s i n c e  t h i s  w i l l  a l w a y s  
r e m a in  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  a r e a  o f  t h e  c o n d u c t o r  o v e r  
which  t h e  i n t e g r a t i o n s  i n  w i d t h  and t h i c k n e s s  t a k e  p l a c e .
4 . 3  M ethods  o f  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n .
N u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  [ 4 . 1 ]  i s  p e r f o r m e d  by  
e v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a n d  a t  a num ber  o f  d i s c r e t e  p o i n t s  
t h r o u g h o u t  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n ,  and  o b t a i n i n g  a n  
e s t i m a t e  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n t e g r a l ,  u s u a l l y  a s  
t h e  w e i g h t e d  sum o f  t h e  i n t e g r a n d  v a l u e s .  The p o i n t s  may 
o r  may n o t  b e  e q u a l l y  s p a c e d ,  an d  do n o t  n e c e s s a r i l y  
i n c l u d e  t h e  l i m i t s  o f  i n t e g r a t i o n .
H av ing  o b t a i n e d  a v a l u e  f o r  t h e  i n t e g r a l  i t  i s
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d e s i r a b l e  t o  know i t s  a c c u r a c y .  R e p e a t i n g  t h e  p r o c e s s  
w i t h  more p o i n t s  an d  d i f f e r e n c i n g  t h e  two r e s u l t s  i s  a 
common method o f  p r o d u c i n g  an  e r r o r  e s t i m a t e .  Once t h e  
number  o f  p o i n t s  r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  a  g i v e n  a c c u r a c y  i s  
known t h e n  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t  a  s i m i l a r  a c c u r a c y  
to  be  a c h i e v e d  when t h e  same number  o f  p o i n t s  a r e  u s e d  
f o r  o t h e r  s i m i l a r  i n t e g r a l s .
A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  i n t e g r a l  may be e v a l u a t e d  u s i n g  a 
few p o i n t s .  The num ber  o f  p o i n t s  i s  t h e n  r e p e a t e d l y  
i n c r e a s e d  o b t a i n i n g  e r r o r  e s t i m a t e s  a t  e a c h  s t a g e  u n t i l  
t h e  r e q u i r e d  a c c u r a c y  i s  r e a c h e d .  T h i s  a p p r o a c h  fo rm s  t h e  
b a s i s  o f  a u t o m a t i c  ’’i t e r a t i v e ’* t e c h n i q u e s .  S i n c e  t h e  
m a j o r i t y  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t  i s  u s u a l l y  
a s s o s c i a t e d  w i t h  t h e  i n t e g r a n d  e v a l u a t i o n s ,  i t  i s  
i m p o r t a n t  t h a t  t h e  p r e v i o u s  v a l u e s  a r e  n o t  t h ro w n  away i n  
any  s u b s e q u e n t  e s t i m a t e s  o f  t h e  i n t e g r a l .
’’A d a p t i v e ” m e th o d s  a r e  a l s o  a v a i l a b l e  t h a t  
c o n c e n t r a t e  t h e  p o i n t s  a t  any  awkward p o r t i o n s  o f  t h e  
i n t e g r a n d .  S i n c e  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  a v o i d  l o s i n g  p r e v i o u s  
i n t e g r a n d  v a l u e s  w i t h  t h e s e  m e t h o d s ,  an d  a s  t h e  f u n c t i o n s  
t h a t  a r e  b e i n g  c o n s i d e r e d  h e r e  a r e  r e a s o n a b l y  w e l l  
b e h a v e d ,  a d a p t i v e  m e th o d s  w i l l  n o t  be c o n s i d e r e d  f u r t h e r .
I n  o r d e r  t o  com pare  t h e  e f f i c i e n c y  o f  v a r i o u s  r u l e s  
t h e  a x i a l  f i e l d  o f  a  f i l a m e n t a r y  l o o p  was c a l c u l a t e d  a t  
two p o i n t s  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  l o o p  ( f i g  4 . 4 )  u s i n g  t h e  
B i o t - S a v a r t  method d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  
F i g s .  4 . 5  show t h e  r e l a t i v e  e r r o r  a c h i e v e d  w i t h  a g i v e n
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F i g . 4 . 4  P o s i t i o n s  u s e d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  a c c u r a c y  
o f  v a r i o u s  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  m e th o d s
number o f  i n t e g r a n d  e v a l u a t i o n s  f o r  t h e  two p o i n t s ,  u s i n g  
v a r i o u s  m e th o d s  t o  be d e s c r i b e d  b e lo w .  T h e r e  i s  a  f a c t o r  
o f  two d i f f e r e n c e  i n  h o r i z o n t a l  s c a l e s  o f  t h e  g r a p h s .  I t  
i s  more d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  a n  a c c u r a t e  a n s w e r  as  t h e  
f i e l d  p o i n t  a p p r o a c h e s  t h e  w i r e .  At t h e  w i r e ,  some 
m e th o d s  f a i l  b e c a u s e  o f  t h e  s i n g u l a r i t y  i n  t h e  i n t e g r a n d .  
At t h e  o t h e r  e x t r e m e ,  o n l y  one v a l u e  i s  r e q u i r e d  f o r  a n y  
method on a x i s ,  a s  t h e  i n c r e m e n t a l  c o n t r i b u t i o n s  f ro m  
e a c h  p a r t  o f  t h e  w i r e  a r e  e q u a l .
The m ost  w e l l  known i n t e g r a t i o n  m e th o d s  a r e  p r o b a b l y  
t h e  f i r s t  few N e w to n -C o te s  f o r m u l a e :  t h e  m i d - p o i n t ,
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NO. OF POINTS
F i g . 4 . 5  A c c u ra c y  o f  v a r i o u s  i n t e g r a t i o n  m e th o d s  
v e r s u s  num ber  o f  p o i n t s  u s e d
and s i n c e  t h e y  u s e  e q u a l l y  s p a c e d  p o i n t s  t h e y  may be u s e d  
i t e r a t i v e l y  by s u c c e s s i v e l y  d o u b l i n g  t h e  num ber  o f  
i n t e r v a l s .  U n f o r t u n a t e l y  t h e y  a r e  a l s o  t h e  l e a s t  
e f f i c i e n t .
From a k n o w led g e  o f  t h e  a s y m p t o t i c  e r r o r s  o f  t h e s e  
r u l e s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  t a k e  e s t i m a t e s  o f  t h e  i n t e g r a l  
w i t h  d i f f e r e n t  num bers  o f  p o i n t s  a n d  o b t a i n  a c l o s e r  
e s t i m a t e .  T h i s  i s  t h e  b a s i s  o f  Romberg i n t e g r a t i o n ,  o r  
" e x t r a p o l a t i o n  t o  t h e  l i m i t " .  A v a r i a t i o n  o f  t h e  Romberg 
method made by H a v ie  [ 4 . 2 ]  s i g n i f i c a n t l y  r e d u c e s  t h e  
number o f  i n t e g r a n d  e v a l u a t i o n s  r e q u i r e d ,  e s p e c i a l l y  when 
h i g h e r  a c c u r a c i e s  a r e  r e q u e s t e d .
F u r t h e r  im p ro v e m e n t s  c a n  be made u s i n g  a  r u l e  
p r o p o s e d  by C len sh a w  and  C u r t i s s  [ 4 . 3 ] .  The i n t e g r a n d  i s  
e x p r e s s e d  as  a l i m i t e d  s e r i e s  o f  C h eb y c h ev  p o l y n o m i a l s  
whose c o e f f i c i e n t s  may be d e t e r m i n e d  f ro m  p v a l u e s  a t  
n o n - e q u a l l y  s p a c e d  p o i n t s  t h a t  i n c l u d e  t h e  l i m i t s  o f  
i n t e g r a t i o n .  I f  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  h i g h  o r d e r  
c o e f f i c i e n t s  a r e  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  t h e n  i t  may be 
assum ed  t h a t  t h e  i n t e g r a n d  h a s  b e e n  a p p r o x i m a t e d  w e l l ,  
and t h e  i n t e g r a l  may be e v a l u a t e d  f ro m  t h e  c o e f f i c i e n t s .  
I f  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e  t h e n  2 p - l  p o i n t s  may be 
i n t e r l a c e d  w i t h  t h e  p r e s e n t  p o i n t s  and  a  new, more 
a c c u r a t e  s e r i e s  c a l c u l a t e d  w i t h o u t  a n y  l o s s  o f  p r e v i o u s  
v a l u e s .
The m ost  e f f i c i e n t  m e thod  a p p e a r s  t o  be  t h e  G auss  
r u l e .  I n t e g r a n d  e v a l u a t i o n s  a r e  made a t  n o n - e q u a l l y
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s p a c e d  p o i n t s  t h a t  do n o t  i n c l u d e  t h e  l i m i t s ,  and t h e  
i n t e g r a l  i s  g i v e n  by a w e i g h t e d  sum o f  t h e  v a l u e s .  
U n f o r t u n a t e l y ,  when t h e  o r d e r  o f  t h e  r u l e  i s  i n c r e a s e d  
t h e  p r e v i o u s  s e t  o f  v a l u e s  i s  l o s t ,  so  i t  i s  o f  no u s e  a s  
an  i t e r a t i v e  r u l e .  To a c h i e v e  a known a c c u r a c y  t e s t  r u n s  
must  be made b e f o r e h a n d .
A p p o i n t  G auss  r u l e  i s  c a p a b l e  o f  i n t e g r a t i n g  a 
p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 2 p - l )  w i t h o u t  e r r o r .  A l s o ,  G auss  
r u l e s  a r e  c a p a b l e  o f  i n t e g r a t i n g  some fo rm s  o f  
s i n g u l a r i t y  r e a s o n a b l y  w e l l ,  p r o v i d e d  t h a t  t h e y  a r e  a t  
t h e  end o f  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n .  The c a l c u l a t i o n  o f  
w e i g h t s  and  p o i n t s  f o r  t h e s e  r u l e s  c a n  be  d i f f i c u l t  f o r  
l a r g e  num bers  o f  p o i n t s ,  and  i n  t h e s e  c a s e s  i t  i s  b e t t e r  
t o  s p l i t  t h e  r a n g e  i n t o  s e c t i o n s  an d  u s e  t h e  f e w e r  p o i n t s  
p e r  s e c t i o n .
P a t t e r s o n  [ 4 . 4 ]  h a s  d e v e l o p e d  a s e t  o f  p p o i n t  
i t e r a t i v e  r u l e s  t h a t  s t a r t  w i t h  t h e  3 p o i n t  G auss  r u l e  
and add (p+1)  p o i n t s  a t  e a c h  s t a g e .  They  a r e  d e s i g n e d  t o  
i n t e g r a t e  a c c u r a t e l y  t h e  maximum o r d e r  o f  p o l y n o m i a l  
p o s s i b l e ,  u s i n g  a l l  o f  t h e  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  v a l u e s ,  
and  a r e  c a p a b l e  o f  i n t e g r a t i n g  p o l y n o m i a l s  up t o  o r d e r  
( 3 p - l ) / 2  w i t h o u t  e r r o r .  I n  common w i t h  t h e  G au ss  r u l e s  
t h e y  do n o t  u s e  t h e  l i m i t s  o f  i n t e g r a t i o n  an d  w i l l  
p e r f o r m  r e a s o n a b l y  w i t h  s i n g u l a r i t i e s  a t  t h e  l i m i t s .
The most  e f f i c i e n t  r u l e  t o  u s e  f o r  t h e  d i s c r e t e  
c o n d u c t o r  c a l c u l a t i o n s  w ould  a p p e a r  t o  b e  t h a t  o f  G a u s s .  
However ,  i t  d o e s  r e q u i r e  t h e  p r o g ra m  u s e r  t o  s p e c i f y  i n
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a d v a n c e  t h e  num ber  o f  p o i n t s  r e q u i r e d ,  and  f i g u r e  4 . 5  h a s  
shown t h a t  t h i s  num ber  I s  l i k e l y  t o  I n c r e a s e  c o n s i d e r a b l y  
as  t h e  f i e l d  p o i n t  a p p r o a c h e s  t h e  c o n d u c t o r .  A l s o ,  t h e r e
I s  a l a r g e  v a r i a t i o n  I n  e f f i c i e n c y  d e p e n d i n g  on t h e
a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  t h e  f i e l d  p o i n t  ( f i g  4 . 6 ) .  T h i s  I s  
l i n e  w i t h  what  h a s  a l r e a d y  b e e n  s a i d  a b o u t  t h e  G au ss
r u l e s  b e i n g  a b l e  t o  co p e  more e a s i l y  w i t h  awkward





F i g . 4 . 6  V a r i a t i o n  o f  a c c u r a c y  w i t h  a n g u l a r  
p o s i t i o n  o f  f i e l d  p o i n t
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p o r t i o n s  o f  t h e  i n t e g r a n d  a t  t h e  end p o i n t s  o f  t h e  r a n g e  
o f  i n t e g r a t i o n .  The l e a s t  number  o f  p o i n t s  a r e  r e q u i r e d  
when t h e  f i e l d  p o i n t  i s  a t  0=0 (+x a x i s ) ,  and  t h e  m os t  
p o i n t s  n e e d e d  when a t  0=180 d e g r e e s  ( - x  a x i s ) .  As a 
r e s u l t  o f  t h e s e  v a r i a t i o n s ,  any  f i g u r e  c h o s e n  f o r  t h e  
number o f  p o i n t s  p e r  t u r n  w i l l  i n e v i t a b l y  be  a w o r s t  c a s e  
f i g u r e  w h ich  w i l l  be u s e d  i r r e s p e c t i v e  o f  how many p o i n t s  
a r e  a c t u a l l y  r e q u i r e d  t o  a c h i e v e  a  g i v e n  a c c u r a c y .
On t h e  o t h e r  hand  t h e  P a t t e r s o n  r u l e  w i l l  
a u t o m a t i c a l l y  c h o o s e  t h e  a p p r o p r i a t e  num ber  o f  i n t e g r a n d  
e v a l u a t i o n s  a t  e a c h  f i e l d  p o i n t .  I t  i s  t h e r e f o r e  u n l i k e l y  
t h a t  t h e  t o t a l  amount  o f  c o m p u t a t i o n  r e q u i r e d  f o r  a 
c o m p l e t e  p r o b le m  a t  Ippm a c c u r a c y  w i l l  be  a s  much as  
d o u b le  t h a t  o f  u s i n g  a  Gauss  r u l e ,  a s  was o r i g i n a l l y  
s u g g e s t e d  by f i g u r e  4 . 5 .  H ow ever ,  i t  d o e s  h a v e  t h e  
a d v a n t a g e  t h a t  no  p r e v i o u s  e x p e r i e n c e  i s  r e q u i r e d  on t h e  
p a r t  o f  t h e  u s e r ,  and  f o r  t h i s  r e a s o n  t h e  m e thod  h a s  b e e n  
u s e d  f o r  a l l  t h e  m o d e l l i n g  d e s c i b e d  i n  t h i s  c h a p t e r .
I n  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n ,  t h e  r a n g e  i s  f i r s t  
s p l i t  i n t o  s i n g l e  t u r n s  and  e a c h  t u r n ,  o r  p a r t  t u r n ,  i s  
i n t e g r a t e d  by t h e  P a t t e r s o n  m e th o d .  Thus t h e  number  
o f  p o i n t s  r e q u i r e d  f o r  a g i v e n  a c c u r a c y  i s  d e c i d e d  on a 
p e r  t u r n  b a s i s ,  r a t h e r  t h a n  p e r  c o n d u c t o r .  T h i s  i s  
n e c e s s a r y  b e c a u s e  t h e  v e r y  h i g h  o r d e r  r u l e s  t h a t  w ou ld  be 
r e q u i r e d  f o r  s a y ,  a l o n g ,  m u l t i t u r n ,  h e l i c a l  s o l e n o i d ,  
a r e  n o t  a v a i l a b l e .
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4 . 4  O b t a i n i n g  S p h e r i c a l  H arm on ics  f rom  f i e l d  p l o t s .
A m a g n e t i c  s c a l a r  p o t e n t i a l  V, t h a t  s a t i s f i e s  
L a p l a c e ’ s e q u a t i o n ,  i s  f i n i t e  on a x i s ,  and  n o t  s y m m e t r i c  
a b o u t  t h e  a x i s ,  i s  e x p r e s s i b l e  i n  t e r m s  o f  s p h e r i c a l  
h a r m o n ic s  as
00 n
V
n = 0 m=0
P ^ ( u )  ( a ^  c o s  m«S + s i n  m«>) ( 4 . 1 )
where  i s  an  A s s o c i a t e d  L e g e n d r e  F u n c t i o n  o f
o r d e r  n a n d  d e g r e e  m 
u  = cosO
and b^^  a r e  t h e  h a r m o n ic  a m p l i t u d e s .
A t a b l e  o f  t h e  L e g e n d re  f u n c t i o n s  i s  shown i n  a p p e n d i x  
4 . 2 .  When m=0 t h e y  a r e  t h e  same a s  t h e  L e g e n d r e  
p o l y n o m i a l s  o f  t h e  same o r d e r .  T h e s e  f u n c t i o n s  may be 
c a l c u l a t e d  by t h e  u s e  o f  r e c u r r e n c e  f o r m u l a e ,  and  a l i s t  
o f  t h e s e  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  4 . 3 .
J u s t  a s  f o r  t h e  a x i s y m m e t r i c  c a s e ,  t h i s  s e r i e s  may 
a l s o  be u s e d  f o r  H^ w i t h  an  a p p r o p r i a t e  m o d i f i c a t i o n  o f  
t h e  a m p l i t u d e s .  T h i s  i s  due t o  t h e  f a c t  t h a t
d / d z  [ r ^  P ^ ^ (u ) ( a ^ ^  c o s  m0 + b ^ ^  s i n  m0)]
= (m+n) r ^  ^ P . ^ ( u )  ( a^  c o s  m0 + b ^  s i n  m0) n - l , m  nm nm
( 4 . 2 )
A g a i n , i t  w i l l  be  a ssum ed  t h a t  t h e  s e r i e s  u s e d  i s  f o r  H ^ , 
as t h i s  i s  t h e  q u a n t i t y  o f  i n t e r e s t .
106
I t  i s  w o r t h  l o o k i n g  c l o s e r  a t  t h e  h a r m o n i c s  i n  o r d e r  
t o  s e e  t h e  s o r t  o f  f i e l d  s h a p e  p r o d u c e d  by t h e  t e r m s  o f  
t h i s  s e r i e s .  E x p r e s s i n g  t h e  l o w e r  o r d e r  h a r m o n i c s  i n  
t e rm s  o f  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s  p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  
t a b l e
T a b le  4 . 1  S p h e r i c a l  h a r m o n i c s  i n  t e r m s  o f  C a r t e s i a n
C o o r d i n a t e s
n m c o s i n e  t e r m s  s i n e  t e r m s
0 0 1
1 0  z
1 1  X  V
2 0 z^ -  l / 2 ( x ^  + y^)
2 1 3zx 3zy
2 2 3 (x ^  -  y^ )  6xy
3 0 l / 2 z ( 2 z ^  -  3 ( x 2 + y 2 ) )
3 1 3 / 2 x ( 4 z ^  -  ( x ^ + y ^ ) )  3 / 2 y ( 4 z ^  -  ( x ^ + y ^ ) )
3 2 1 5 z ( x ^  -  y ^ )  3 0 z ( x y )
3 3 1 5 (x ^  -  3xy^)  1 5 ( 3 x ^ y  -  y ^ )
When m=0 t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s  a r e  s i m p l y  t h e  
L e g e n d re  p o l y n o m i a l s ,  and t h e  s e r i e s  i s  e x a c t l y  t h e  same 
as  f o r  t h e  a x i s y m m e t r i c  c a s e  ( e q . 3 . 3 ) .  T h e se  t e r m s  a r e
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g e n e r a l l y  known as  t h e  z o n a l  h a r m o n i c s ,  w h i l s t  t h e  t e r m s  
where  m?̂ 0 a r e  known a s  t h e  t e s s e r a l  h a r m o n i c s .  The f i e l d  
v a r i e s  a s  t h e  n t h  power  o f  t h e  d i s t a n c e  a l o n g  an y  o f  t h e  
c o o r d i n a t e  a x e s .
F o r  m=l t h e r e  i s  a one  c y c l e  s i n u s o i d a l  v a r i a t i o n  p e r  
r e v o l u t i o n  i n  0 ,  so  t h e  h a r m o n ic  h a s  a  co m p o n e n t  t h a t  
v a r i e s  a s  x  o r  y . T h i s  i s  m u l t i p l i e d  by  an  a x i s y m m e t r i c  
t e rm  t h a t  v a r i e s  a s  t h e  ( n - l ) t h  power  w i t h  d i s t a n c e  a l o n g  
each  a x i s .
When m=2 t h e  two c y c l e  v a r i a t i o n  i n  0 g i v e s  r i s e  t o
2 2t e r m s  o f  t h e  fo rm  (x  - y  ) and  xy  w h ic h  a r e  m u l t i p l i e d  by 
an a x i s y m m e t r i c  e x p r e s s i o n  i n v o l v i n g  t e r m s  t o  t h e  power  
( n - 2 ) .
A g e n e r a l  h a r m o n ic  o f  o r d e r  n  and  d e g r e e  m w i l l
t h e r e f o r e  h a v e  a n  m c y c l e  v a r i a t i o n  i n  0 m u l t i p l i e d  by  an
( n - m ) t h  o r d e r  p o l y n o m i a l  e x p r e s s i o n  t h a t  h a s  sym m etry  
a b o u t  t h e  z a x i s .  I f  (n-m) i s  odd t h e  h a r m o n i c  h a s  odd 
symmetry  a b o u t  t h e  x y - p l a n e ,  and e v e n  sy m m etry  i f  (n-m) 
i s  e v e n .  The d e g r e e  o f  a h a r m o n i c  c a n n o t  b e  g r e a t e r  t h a n  
i t s  o r d e r ,  t h e r e f o r e  m ^  n .
I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  h a v e  a  s h o r t h a n d  n o t a t i o n  f o r
t h e s e  h a r m o n i c s ,  an d  a u s e f u l  way o f  r e f e r i n g  t o  a  g i v e n
h a rm o n ic  i s  by  t h e  l e a d i n g  t e r m  i n  i t s  C a r t e s i a n
e x p a n s i o n .  The c o s i n e  t e r m  when n=3 an d  m=l w i l l
2
t h e r e f o r e  be  c a l l e d  Z X, and s o  o n .  T h i s  f o rm  i m m e d i a t e l y  
i n d i c a t e s  t h a t  t h e  h a r m o n ic  h a s  a  1 c y c l e ,  c o s i n u s o i d a l  
v a r i a t i o n  i n  0 ,  and h a s  e v e n  sym m etry  i n  z .  The c a s e s
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2 2where  t h i s  n o t a t i o n  b r e a k s  down a r e  f o r  t h e  (X -Y )
2
t e r m s ,  which w i l l  be r e f e r e d  t o  a s  X ; and  t h e  (XY)
2
t e r m s ,  which  w i l l  be  c a l l e d  Y . I t  i s  e m p h a s i s e d  t h a t
t h i s  i s  o n l y  a s h o r t h a n d  n o t a t i o n ,  and  d o es  n o t
a c c u r a t e l y  d e s c r i b e  e a c h  h a r m o n i c .
In o r d e r  t o  e x p r e s s  a g i v e n  f i e l d  p r o f i l e  i n  t e r m s
o f  t h e s e  h a r m o n i c s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  make u s e  o f  t h e
o r t h o g o n a l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  so  c a l l e d  " s u r f a c e
h a r m o n i c s " :  P (u)  c o s  m0, and P (u )  s i n  m0.nm ’ nm
Now,
1 2 ir
P ^ ( u )  C O S  m0 P j ^ ( u )  c o s  k0  d0 du 
-1 0 
and 1 2tt
/ / P ^ ( u )  s i n  m0 P j ^ ( u )  s i n  k0  d0 du
-1 0
2 (n+m )! f o r  m=i an d  m=j
f2n+lI  ( n - m ) !
0 o t h e r w i s e
1 2 t t
) c o s  m0 P j^X u)  s i n  m0 d0 du
-1 0
0 a l w a y s .  (Sm ythe  [ 3 . 1 ] )  ( 4 . 3 )
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Thus i f  t h e  f i e l d  d i s t r i b u t i o n  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  a 
s p h e r e  o f  r a d i u s  r ^  i s  known and d e n o t e d  by H ^ ( u , 0 ) ,  f rom 
e q u a t i o n s  4 . 2  and  4 . 3 ,  t h e  h a r m o n ic  a m p l i t u d e s  w i l l  be 
g i v e n  by
2 t t  1
a = ( 2 n + l ) ( n - m ) !  /  / 'H ( u , 0 )  P (u )  c o s  m0 du d0 nm _________________ I I  z ’ nm
2 r ^ ^  (n+m) ! 0 -1
2 i t  1
b^^  = ( 2 n + l ) ( n - m ) !  I  j  lH ^(u ,0 )  P ^ ^ ( u )  s i n  m0 du d0I n l ) f  i ^ ( u  
! r_^  (n+m) ! ^2 o  .........   ' 0 -1
( 4 . 4 )
H av in g  fo u n d  t h e s e  a m p l i t u d e s  t h e  f i e l d  i n t e r i o r  t o  
t h e  s p h e r e  w i l l  be g i v e n  by e q u a t i o n  4 . 1 .  F o r  p r e s e n t
p u r p o s e s  a more u s e f u l  s e t  o f  num bers  t o  u s e  i s
'=nra = ^nm "nm '  ^ o o  < 4 .5 )
'^nm = '’nm "nm '  ^oo
The c and d r e p r e s e n t  t h e  p e a k  t o  p e a k  c o n t r i b u t i o n  nm nm ^  ^ ^
to  t h e  f i e l d  p r o f i l e  o f  t h e  n t h  o r d e r ,  mth  d e g r e e
h a r m o n ic  o v e r  a  s p h e r e  o f  r a d i u s  r  . The v a l u e s  a r e  i n ̂ o
p a r t s  p e r  m i l l i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  f i e l d  s t r e n g t h  a t  t h e
o r i g i n .  W i s  a w e i g h t  t h a t  a c c o u n t s  f o r  t h e  f a c t  t h a t  nm
t h e  L e g e n d re  f u n c t i o n s  c a n  be v e r y  much g r e a t e r  t h a n  +1.  
The e f f e c t  on t h e  f i e l d  c a n  t h e r e f o r e  be  much l a r g e r  t h a n  
t h e  a m p l i t u d e s  a l o n e  would  s u g g e s t .  A t a b l e  o f  w e i g h t s  
f o r  t h e  v a r i o u s  h a r m o n ic s  i s  g i v e n  i n  a p p e n d i x  4 . 4 .  They 
a r e  s im p ly  t h e  p e a k - p e a k  r a n g e  o f  P ^ ( u )  f o r  -1  : ^ u ^  +1.  
I t  c a n  be s e e n  t h a t  t h e  w e i g h t s  g e t  r a p i d l y  l a r g e r  f o r
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i n c r e a s i n g  m.
So ,  i n  p r i n c i p l e ,  t h e  w e i g h t e d  h a r m o n i c  co m p o n en ts  
o f  a m a g n e t i c  f i e l d  may be o b t a i n e d  f rom  v a l u e s  o b t a i n e d  
o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e .  I t  i s  now n e c e s s a r y  t o  
d e t e r m i n e  w h ere  on a s p h e r e  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  s h o u l d  be 
made so t h a t  t h e  maximum number  o f  c o m p o n e n t s  may be 
e x t r a c t e d  f rom  a g i v e n  number  o f  d a t a  p o i n t s .
I n  g e n e r a l ,  t h e  f i e l d  p r o f i l e  H ^ ( u , 0 )  w i l l  be t h e  
sum o f  an  i n f i n i t e  s e r i e s  o f  s p h e r i c a l  h a r m o n i c s .  The 
i n t e g r a l  w i t h  r e s p e c t  t o  u i n  e q .  4 . 3  w i l l  t h e r e f o r e  be 
o f  t h e  form
1
/ P P . ,  du ( 4 . 6 )nm j k
-1
where t h e  r e q u i r e d  a m p l i t u d e  i s  f o r  t h e  t e r m  o f  o r d e r  j  
and d e g r e e  k .  I d e a l l y  a l l  t h e  t e r m s  w i l l  v a n i s h  w here  n ^ j  
and mi^k a s  t h e  L e g e n d re  f u n c t i o n s  a r e  o r t h o g o n a l .  Now, 
b e c a u s e  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s ,  
( a p p e n d i x  4 . 2 )  t h e  i n t e g r a n d  w i l l  be a  p o l y n o m i a l  o f  
d e g r e e  2n .
The m os t  e f f i c i e n t  way o f  i n t e g r a t i n g  a p o l y n o m i a l  
from v a l u e s  a t  a number  o f  p o i n t s  i s  by u s i n g  G a u s s i a n  
q u a d r a t u r e  ( s e c t .  4 . 3 ) .  A p p o i n t  G au ss  r u l e  w i l l  
a c c u r a t e l y  i n t e g r a t e  a p o l y n o m i a l  o f  d e g r e e  ( 2 p - l ) ,  and  
so a (p+1)  p o i n t  r u l e  i s  n e e d e d  t o  r e s o l v e  a c c u r a t e l y  
h a r m o n ic s  up t o  and  i n c l u d i n g  t h e  p t h  o r d e r .  The 
i n t e g r a t i o n  i s  t h e n  p e r f o r m e d  by t a k i n g  a w e i g h t e d  sum o f
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t h e  f i e l d  v a l u e s  , o b t a i n e d  a t  t h e  (p+1)  p o i n t s  g i v e n  by 
u  e q u a l  t o  t h e  G auss  p o i n t s .
The fo rm  o f  t h e  i n t e g r a l  i n  0 i n  e q .  4 . 3  i s  t h a t  o f  
t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l .  I n t e g r a t i o n  i s  t h e r e f o r e  b e s t  
p e r f o r m e d  by t a k i n g  f i e l d  v a l u e s  a t  q e q u a l l y  s p a c e d  
v a l u e s  o f  0 b e t w e e n  0 and  2TT , a n d  t h e n  p e r f o r m i n g  a 
d i s c r e t e  F o u r i e r  t r a n s f o r m .  A c c o r d i n g  t o  t h e  S a m p l in g  
Theorem t e r m s  o f  d e g r e e  up t o  m=q/2 c a n  be  r e s o l v e d .  
However ,  s i n c e  t h e  sam ple  p o i n t s  w i l l  l i e  a t  t h e  z e r o e s  
o f  s i n  q 0 / 2 ,  t h i s  t e r m  c a n n o t  be  r e s o l v e d .  The l i m i t  o f  
r e s o l u t i o n  w i l l  t h e r e f o r e  be  t a k e n  a s  t h o s e  t e r m s  o f  
d e g r e e  m = ( q / 2 - l ) .
The s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  a r e  t h e r e f o r e  r e s o l v e d  u s i n g  
f i e l d  v a l u e s  o b t a i n e d  f rom a s e t  o f  p r i n g s  o f  p o i n t s  a t  
a c o n s t a n t  s p h e r i c a l  r a d i u s .  The p o s i t i o n s  o f  t h e  r i n g s  
a r e  c a l c u l a b l e  f rom  t h e  Gauss  p o i n t s ,  an d  e a c h  r i n g  h a s  q 
e q u a l l y  s p a c e d  p o i n t s  on i t .
S u b s t i t u t i o n  i n t o
^ n m  “  p  q
( 2 n + l ) ( n - m ) !  k  W \   ̂ w- P (u  . ) N  H ( u . , 0 ,  )cos(m 0,  ) ___________________ nm /  J J nm J /  j  z j  k k
2x10” ^ (n+m) ! q H k=l^ zo
dnm p q
( 2 n + l ) ( n - m ) !  k  W \  W; P „ ^ ( u . )  ^  H ( u . , 0 ,  ) s in ( m 0 ,  )_______________     .nm J nm j  z j  R k
2x10” ^ (n+m) ! q H j=1 k=1 ̂ zo
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where  k = l  f o r  m=0 p k - p k  r a n g e
k=2 o t h e r w i s e  o f  P (u )  f o rnm
Wj = Gauss  w e i g h t  - l ^ u ^ + 1
u j  = G auss  p o i n t  
H^o= ^ 2  o r i g i n
( 4 . 5 )
y i e l d s  t h e  r e q u i r e d  w e i g h t e d  a m p l i t u d e s  i n  t e r m s  o f  p e a k  
to  p e a k  v a r i a t i o n  i n  p a r t s  p e r  m i l l i o n  o v e r  t h e  s p h e r e  o f  
m e a s u r e m e n t .
W ith  any  sam p led  d a t a  s y s t e m  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  
e r r o r s  due  t o  a l i a s i n g  t o  o c c u r ,  a n d  t h i s  c a s e  i s  no 
e x c e p t i o n .  I f  t e r m s  o f  d e g r e e  ( q / 2  + k )  a r e  p r e s e n t  i n  
t h e  f i e l d  d a t a  t h e n  n o t  o n l y  i s  i t  i m p o s s i b l e  t o  
a c c u r a t e l y  r e s o l v e  th em ,  b u t  t h e y  w i l l  c a u s e  t e r m s  o f  
d e g r e e  ( q / 2  -  k)  t o  b e  i n  e r r o r .  H ow eve r ,  n o t  a l l  t h e  
( q /2  -  k)  a r e  a f f e c t e d ,  o n l y  t h o s e  w i t h  t h e  same symm etry  
i n  z a s  t h e  ( q / 2  + k )  t e r m .
A s i m i l a r  fo rm  o f  a l i a s i n g  o c c u r s  when t e r m s  o f  
o r d e r  g r e a t e r  t h a n  p a r e  p r e s e n t  i n  t h e  d a t a  f ro m  a (p+1)  
r i n g  p l o t .  A (p+k) o r d e r  h a r m o n ic  w i l l  i n f l u e n c e  n o t  o n l y  
t h e  ( p - k )  o r d e r  t e r m s ,  b u t  t h o s e  o f  o r d e r  b e t w e e n  ( p - k )  
and p .  T h i s  h a p p e n s  p r o v i d e d  t h e y  h a v e  t h e  same sym m etry  
i n  z ,  an d  t h e  same d e g r e e .  The o n e  e x c e p t i o n  i s  t h e  t e r m  
o f  o r d e r  (p+1)  and d e g r e e  z e r o .  S i n c e  t h e  G a u s s  p o i n t s  
a r e  a t  t h e  z e r o s  o f  q , i t  i s  n o t  p o s s i b l e  f o r  t h i s
com ponent  t o  c a u s e  an y  a l i a s i n g  e r r o r s ,  n o r  i s  i t  
p o s s i b l e  t o  r e s o l v e  t h i s  t e r m .
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In  o r d e r  to  d e c i d e  how many r i n g s  o f  p o i n t s  a r e  
n e e d e d ,  a Im d i a m e t e r  l o o p  a t  z=0 was m o d e l l e d ,  and  p l o t s  
t a k e n  a t  0 .25m r a d i u s .  E i g h t e e n  r i n g s  w ere  r e q u i r e d  to  
o b t a i n  an  a c c u r a c y  o f  Ippm i n  a l l  t e r m s  up to  and
g
i n c l u d i n g  Z . For  a 1 m e t r e  l o n g  s o l e n o i d  o f  t h e  same 
d i a m e t e r ,  o n l y  10 r i n g s  were  r e q u i r e d  t o  y i e l d  t h e  same 
a c c u r a c y .  Fewer  r i n g s  a r e  r e q u i r e d  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  
s o l e n o i d  b e c a u s e  t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  h i g h e r  o r d e r  t e r m s  
a r e  s i g n i f i c a n t l y  l e s s  t h a n  f o r  t h e  l o o p .  Thus l i t t l e  
a l i a s i n g  c a n  o c c u r .
L oops ,  s o l e n o i d s  and t h i c k  s e c t i o n  c o i l s  h a v e  b e e n  
m o d e l l e d  u s i n g  t h i s  p l o t t i n g  t e c h n i q u e .  P r o v i d e d  t h a t  an 
a p p r o p r i a t e  number  o f  r i n g s  i s  u s e d ,  a g r e e m e n t  t o  b e t t e r  
t h a n  Ippm c a n  be  a c h i e v e d  w i t h  t h e  r e s u l t s  f rom  t h e  
a x i s y m m e t r i c  p ro g ra m  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  3 .
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4 . 5  H e l i c a l l y  wound s o l e n o i d s ,
A v a r i e t y  o f  h e l i c a l  s o l e n o i d s  h a v e  b e e n  m o d e l l e d  
u s i n g  t h e  t e c h n i q u e s  o f  t h e  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s ,  and  
h a rm o n ic  a m p l i t u d e s  o b t a i n e d  f rom a 12 p l a n e  by 12 p o i n t  
p e r  p l a n e  s p h e r i c a l  p l o t  o f  0 . 2 5  m e t r e s  r a d i u s .  A l l  h a v e  
i n t e g r a l  num bers  o f  t u r n s  p l a c e d  so  t h a t  t h e  s t a r t  and  
f i n i s h  a r e  e q u i d i s t a n t  f rom  t h e  x - y  p l a n e .  T a b l e  4 . 2
shows t h e  h a r m o n i c s  g e n e r a t e d  by a  f i l a m e n t a r y  h e l i x  o f  
p i t c h  2cms,  d i a m e t e r  1 m e t r e ,  and  h a v i n g  41 t u r n s .  W h i l s t  
t h i s  may a p p e a r  t o  b e  a r a t h e r  c o a r s e  p i t c h ,  i t  may n o t  
be u n t y p i c a l  o f  what  m i g h t  b e  u s e d  i n  a r e s i s t i v e  m agne t  
i f  a c u r r e n t  o f  a few  h u n d r e d  amps i s  c h o s e n .
The t a b l e  shows t h a t  b e c a u s e  o f  v a r i o u s  s y m m e t r i e s  
i n  t h e  w i n d i n g  t h e  odd z o n a l  h a r m o n i c s  a r e  z e r o ,  as  a r e  
t h e  t e r m s  i n  X w i t h  odd Z sy m m e t ry ,  a n d  t h e  t e r m s  i n  Y 
w i t h  e v en  Z sy m m etry .  I t  i s  a l s o  c l e a r  t h a t  t h e  
a m p l i t u d e s  d i m i n i s h  as  t h e  o r d e r  o f  t h e  h a r m o n ic
i n c r e a s e s .  The a m p l i t u d e s  a l s o  d e c r e a s e  a s  t h e  l e n g t h  o f  
t h e  s o l e n o i d  i s  i n c r e a s e d ,  a s  d e m o n s t r a t e d  by  t h e  X a n d  
ZY te rm s  i n  f i g u r e  4 . 7 .  T h i s  i s  o f  c o u r s e  t o  be e x p e c t e d ,  
b e c a u s e  i f  t h e  l e n g t h  w ere  e x t e n d e d  t o  i n f i n i t y  t h e n  o n l y
t h e  Z^ t e r m  w ould  r e m a i n .  F i g u r e  4 . 7  a l s o  d e m o n s t r a t e s
th e  g e n e r a l  r e s u l t  t h a t  t h e  t e r m s  i n v o l v i n g  Y a r e  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p i t c h ,  and t h e  t e r m s  i n  X t o  t h e  
s q u a r e  o f  t h e  p i t c h .  T h u s ,  i n  p r i n c i p l e ,  i t  i s  p o s s i b l e  
to  r e d u c e  t h e  t e s s e r a l  h a r m o n i c s  t o  a n  a c c e p t a b l e  l e v e l
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T ab le  4 . 2  H arm on ies  g e n e r a t e d  a t  0 .25m  r a d i u s  by a 
h e l i c a l l y  wound s o l e n o i d  w i t h  41 t u r n s  o f  
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by r e d u c i n g  t h e  w i n d i n g  p i t c h .  H ow ever ,  t h i s  i s  l i k e l y  t o  
r e s u l t  i n  an  i m p r a c t i c a l l y  s m a l l  s i z e  o f  w i r e .
A more f r u i t f u l  a p p r o a c h  i s  t o  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  
of  a s e c o n d  f i l a m e n t a r y ,  h e l i c a l  w i n d i n g  on t o p  o f  t h e  
f i r s t .  The h e l i x  a n g l e s  o f  t h e  two l a y e r s  a r e  o f  o p p o s i t e  
s e n s e s ,  s i n c e  t h e  s e c o n d  l a y e r  i s  wound i n  t h e  o p p o s i t e  
a x i a l  d i r e c t i o n  t o  t h e  f i r s t .  T h i s  e f f e c t  l e a d s  t o  a 
r e d u c t i o n  in  t h e  t e s s e r a l  h a r m o n i c s .  The r e s u l t  o f  
p l a c i n g  a n o t h e r  41 t u r n  s o l e n o i d  o f  d i a m e t e r  1 . 0 2  m e t r e s  
o v e r  t h e  one p r e v i o u s l y  d e s c r i b e d  i s  shown i n  t a b l e  4 . 3 .  
The X t e r m s  r e m a i n  v i r t u a l l y  u n c h a n g e d ,  and t h e  Y t e r m s  
a r e  r e d u c e d  t o  l e v e l s  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  X t e r m s .  I n  
o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  b e s t  p o s s i b l e  c a n c e l l a t i o n  o f  h e l i c a l  
e f f e c t s ,  a l b e i t  p h y s i c a l l y  n o n - r e a l i s a b l e , t h e  o u t e r  c o i l  
was p l a c e d  c o i n c i d e n t  w i t h  t h e  i n n e r  o n e .  T h i s  r e s u l t e d  
i n  t h e  c o m p l e t e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  Y t e r m s ,  l e a v i n g  t h e  
o t h e r s  w i t h  same m a g n i t u d e  as  f o r  a s i n g l e  h e l i x .
F u r t h e r  c a n c e l l a t i o n  o c c u r s  when e n d  c o i l s  a r e  a d d e d  
t o  form a c o m p l e t e  m agne t  ( f i g . 4 . 8 ) .  The end c o i l  
d i m e n s i o n s  a r e  d e r i v e d  f rom  t h e  a x i s y m m e t r i c  d e s i g n  
p ro g ra m ,  and t h e  h a r m o n i c s  f o r  t h e  c o m p l e t e  m agne t  a r e  
shown i n  t a b l e  4 . 4 .  I t  c a n  be  s e e n  t h a t  m ost  o f  t h e  
t e s s e r a l  t e r m s  h av e  b e e n  r e d u c e d  t o  a n e g l i g i b l e  l e v e l , 
and t h e  r e m a i n d e r  can  p r o b a b l y  be rem oved  by sh im m in g .
I t  would be v e r y  c o n v e n i e n t  i f  a h e l i c a l  s o l e n o i d  
had an  e q u i v a l e n t  a x i s y m m e t r i c  c u r r e n t  s h e e t  t h a t  
g e n e r a t e d  e x a c t l y  t h e  same z o n a l  h a r m o n i c s .  I f  t h i s  w e re
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; 4 . 3 H arm on ics  g e n e r a t e d  a t  0 . 2 5 m r a d i u s  by two
h e l i c a l l y  wound s o l e n o i d  s , s p a c e d  by 2 c m s ,
w i t h  41 t u r n s  o f  p i t c h 2cms e a c h
Z2 - 1 9 9  3 7 5 . 9ppm
Z4 2 5 5 5 .7
Z6 2 7 1 4 .0
Z8 - 1 4 4 9 . 3
ZIO 1 9 5 6 .8
ZOXl - 8 6 . 0 ZIYI - 5 7 . 3
Z2X1 - 1 3 . 5 Z3Y1 - 4 4 . 6
Z4X1 8 . 8 Z5Y1 6 . 5
Z6X1 0 . 1 Z7Y1 1 . 7
Z0X2 - 8 . 8 Z1Y2 - 8 . 0
Z2X2 - 2 . 7 Z3Y2 - 1 0 . 2
Z4X2 0 . 6 Z5Y2 0 . 3
Z0X3 - 1 . 5 Z1Y3 - 1 . 6
Z2X3 - 0 . 6 Z3Y3 - 2 . 8
Z0X4 - 0 . 3 Z1Y4 - 0 . 4
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F i g . 4 . 8  T hree  c o i l  m agne t  u s e d  f o r  h e l i c a l  m o d e ls
Tahle  ^._4 H arm onics  g e n e r a t e d  a t  0.25m by t h e  
h e l i c a l l y  wound magnet  o f  f i g . 4 . 8
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t h e  c a s e  t h e n  t h e  w i n d i n g  d i m e n s i o n s  c o u l d  be s u b s t i t u t e d  
d i r e c t l y  i n t o  t h e  o p t i m i s i n g  p ro g ram  o f  c h a p t e r  3,  and 
v i c e  v e r s a .  T h i s  would  a l l o w  t h e  c o i l  d i m e n s i o n s  and 
p o s i t i o n s  t o  be d e t e r m i n e d  w i t h  l i t t l e  r e g a r d  f o r  t h e i r  
a c t u a l  c o n s t r u c t i o n .  In  t h e  c a s e  o f  a f i l a m e n t a r y  h e l i x  a 
c u r r e n t  s h e e t  w i t h  t h e  same l e n g t h  a s  t h e  o v e r a l l  l e n g t h  
o f  t h e  h e l i x  g i v e s  t h e  r e q u i r e d  r e s u l t .
U n f o r t u n a t e l y ,  a s i m i l a r  s i m p l e  r e s u l t  d o es  n o t
a p p l y  t o  a h e l i x  w hose  c o n d u c t o r  h a s  f i n i t e  w i d t h  ( i e .  a s
i f  wound f rom  t a p e ) .  In  t h i s  c a s e  t h e  l e n g t h  o f  t h e
e q u i v a l e n t  c u r r e n t  s h e e t  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  d i s t a n c e
b e tw e e n  t h e  c e n t r e s  o f  t h e  b e g i n n i n g  a n d  t h e  e n d  o f  t h e
w i r e .  How ever ,  a c u r r e n t  s h e e t  o f  t h i s  l e n g t h  w i l l  n o t
g e n e r a t e  t h e  h a r m o n i c s  c o r r e c t l y ,  n o r  w i l l  a n y  s h e e t  o f  a
g i v e n  l e n g t h .  F i g u r e  4 . 9  shows t h e  c o r r e c t i o n s  t o  t h i s
l e n g t h  t h a t  m u s t  be made i n  o r d e r  t o  g e n e r a t e  t h e  , Z" ,̂
and Z^ t e r m s  a c c u r a t e l y  f o r  a h e l i x  w i t h  2 cms p i t c h ,  and
2 cms c o n d u c t o r  w i d t h .  T h i s  shows t h a t  a l t h o u g h  i t  i s
p o s s i b l e  t o  c h o o s e  a n  a p p r o p r i a t e  e q u i v a l e n t  s h e e t  so  a s
t o  c o r r e c t l y  g e n e r a t e  say  Z^,  a d e q u a t e  sh im m ing
2c a p a b i l i t y  m u s t  b e  p r o v i d e d  t o  c a n c e l  t h e  a d d i t i o n a l  Z 
and  Z^ c o m p o n e n t s  t h a t  w i l l  i n e v i t a b l y  be p r e s e n t .  H a v in g  
s a i d  t h i s ,  i t  i s  w o r t h  p o i n t i n g  o u t  t h a t  t h e  c o r r e c t i o n s  
i n d i c a t e d  i n  f i g .  4 . 9  may be c o m p a r a b l e  t o  any  e r r o r s  i n  
t h e  m e c h a n i c a l  c o n s t r u c t i o n  d u e  t o  t o l e r a n c e s .  I n  t h e s e  
c a s e s  t h e  r e q u i r e d  sh imming  i s  l i k e l y  t o  be p r e s e n t  
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F i g , 4 . 9  C o r r e c t i o n s  t o  e q u i v a l e n t  c u r r e n t  s h e e t  n e e d e d  
t o  g e n e r a t e  t h e  same z o n a l  h a r m o n i c s  a s  
a w id e  h e l i x
The c a s e  w h e re  t h e  p i t c h  and t h e  c o n d u c t o r  w i d t h  a r e  
b o t h  2 cms i s  a n  u n r e a l  s i t u a t i o n  s i n c e  t h i s  does  n o t  
a l l o w  any room f o r  i n s u l a t i o n .  R e d u c in g  t h e  c o n d u c t o r  
w i d t h  to  z e r o  c a u s e s  t h e  c o r r e c t i o n s  i n  e q u i v a l e n t  s h e e t  
l e n g t h  to  be r e d u c e d  to  z e r o ,  a t  a r a t e  t h a t  i s  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  c o n d u c t o r  w i d t h .  I t  i s  
n o t i c e a b l e  t h a t  t h e  t e s s e r a l  h a r m o n i c s  do n o t  v a r y  by 
more t h a n  Ippm as  t h e  w i d t h  i s  v a r i e d .  O n ly  t h e  z o n a l  
te rm s  chan g e  s i g n i f i c a n t l y .
M o d e l l i n g  t h e  c o m p l e t e  m agne t  o f  f i g .  4 . 8  w i t h  a
2cms wide  c o n d u c t o r  p r o d u c e s  a s e t  o f  h a r m o n i c s  t h a t  
d i f f e r  f rom t h e  f i l a m e n t a r y  v a l u e s  o n l y  b e c a u s e  Z ^ = - lppm .  
The e f f e c t  o f  t h e  w ide  c o n d u c t o r  i n  t h e  m a in  c o i l  h a s  
t h e r e f o r e  b e e n  b a l a n c e d  o u t  by i t s  e f f e c t  i n  t h e  end 
c o i l s .  So ,  i n  t h i s  c a s e ,  t h e  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  w ide  
c o n d u c t o r  and f i l a m e n t a r y  m o d e ls  may be i g n o r e d .
The a d d i t i o n  o f  f i n i t e  t h i c k n e s s  t o  a h e l i x  w ould
n o t  be e x p e c t e d  t o  p r o d u c e  a n  e q u i v a l e n t  t h i c k  c u r r e n t  
s h e e t  o f  a l e n g t h  d i f f e r e n t  t o  t h a t  g i v e n  a b o v e .  T h i s  i s  
b e c a u s e  e a c h  h e l i x  o f  n e g l i g i b l e  t h i c k n e s s  t h a t  makes  up 
t h e  t h i c k  h e l i x  w i l l  h a v e  an e q u i v a l e n t  t h i n  s h e e t .  Each
o f  t h e s e  s h e e t s  w i l l  h a v e  t h e  same l e n g t h ,  a s  g i v e n
a b o v e ,  a n d  s i m p l y  a d d i n g  t o g e t h e r  a n  i n f i n i t e  num ber  o f  
them w i l l  n o t  a l t e r  t h e i r  l e n g t h .  S e v e r a l  t h i c k ,  h e l i c a l  
s o l e n o i d s  o f  d i f f e r e n t  l e n g t h s  h a v e  b e e n  m o d e l l e d ,  an d  
t h i s  e x p e c t a t i o n  h a s  b e e n  b o r n  o u t  i n  p r a c t i c e .
I t  a p p e a r s ,  f ro m  t h e  m o d e l l i n g  d e s c r i b e d  i n  t h i s
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s e c t i o n ,  t h a t  t h e r e  i s  l i t t l e  d i f f i c u l t y  i n  t a k i n g  t h e  
d i m e n s i o n s  o f  a d e s i g n  f rom t h e  a x i s y m m e t r i c  p r o g r a m ,  and 
u s i n g  them t o  g e n e r a t e  t h e  a p p r o p r i a t e  d i m e n s i o n s  f o r  a 
h e l i c a l  w i n d i n g .  A f i l a m e n t a r y  model  i s  p r o b a b l y  
s u f f i c i e n t  t o  i n d i c a t e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  t e s s e r a l  
h a r m o n ic s  t h a t  w i l l  be g e n e r a t e d ,  and t h i s  h a s  t h e  
b e n e f i t  o f  b e i n g  r e l a t i v e l y  c h e a p  i n  c o m p u t e r  t i m e .  
However ,  i n  o r d e r  t o  c h e c k  t h a t  t h e  z o n a l  h a r m o n i c s  
g e n e r a t e d  a r e  c o m p a r a b l e  t o  t h e  a x i s y m m e t r i c  m o d e l , t h e n  
w id e ,  i f  n o t  t h i c k ,  c o n d u c t o r  m o d e ls  s h o u l d  a l s o  be u s e d .
4 . 6  The e f f e c t s  o f  o v a l i t y .
O v a l i t y  may a p p e a r  i n  a r e a l  w i n d i n g  s i m p l y  b e c a u s e  
o f  m e c h a n i c a l  t o l e r a n c e s  on  t h e  f o r m e r s  t h a t  s u p p o r t  t h e  
w i n d i n g ,  o r  due t o  t h e  w e i g h t  o f  t h e  w i n d i n g s  t h e m s e l v e s  
upon t h e  f o r m e r .  A h e a v y  w i n d i n g  t e n d s  t o  s q u a s h  t h e
f o r m e r  from t o p  t o  b o t t o m ,  w hich  t h e n  t e n d s  t o  b u l g e
o u t w a r d s  f rom  s i d e  t o  s i d e .  I t  i s  i m p o r t a n t  t o  know t h e  
e f f e c t s  t h a t  t h i s  o v a l i t y  w i l l  h a v e  on t h e  f i e l d
h o m o g e n e i ty  s o  t h a t  a r e q u i r e m e n t  f o r  t h e  s t r e n g t h  and  
t o l e r a n c e  o f  t h e  f o r m e r  c a n  b e  s p e c i f i e d .  A f o r m e r  t h a t  
a l l o w s  t h e  w i n d i n g  t o  become t o o  o v a l  may p r o d u c e  a  f i e l d  
d i s t u r b a n c e  t h a t  i s  d i f f i c u l t  t o  c o r r e c t .  On t h e  o t h e r  
hand a f o r m e r  t h a t  i s  t o o  t h i c k ,  a n d  p r o v i d e s  e x c e s s i v e  
s t i f f n e s s ,  w i l l  b e  h e a v y  and c o s t l y  t o  p r o d u c e .
The s o l e n o i d a l  m agne t  d e s i g n  u s e d  i n  t h e  p r e v i o u s
125
s e c t i o n  was u s e d  to  a s s e s s  t h e  e f f e c t s  o f  o v a l i t y .  
I n s t e a d  o f  h a v i n g  h e l i c a l  w i n d i n g s ,  t h e  l a y e r s  c o n s i s t  o f  
t h i n  c u r r e n t  s h e e t s .  I n t r o d u c i n g  a d i a m e t e r  d i f f e r e n c e  o f  
+lmm ( i . e .  x d i a m e t e r  -  y d i a m e t e r  = 1mm) i n t o  t h e  two 
l a y e r s  o f  t h e  c e n t r e  c o i l  p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  
s i g n i f i c a n t  c h a n g e s  ( i n  ppm) t o  t h e  h a r m o n i c s  g e n e r a t e d :
Z^X^ -6 3
z^x^ - 4
z ^x ^ + 2
i p o n e n t s  l i k e  a r e  a l s o  p r o d u c e d ,  w h ich  i n d i c a t e
O t h e r  t e r m s  w ere  p r o d u c e d ,  b u t  t h e i r  m a g n i t u d e s  w ere  l e s s  
t h a n  Ippm.
B e c a u se  t h e  r a d i u s  o f  t h e  o v a l  c o i l s  h a s  a  two c y c l e  
v a r i a t i o n  i n  0 ,  t h e  f i e l d  p a t t e r n  a l s o  h a s  two c y c l e  
sym m etry ,  h e n c e  t h e  p r o d u c t i o n  o f  t e r m s  o f  t h e  fo rm  Z^X^. 
Terms l i k e  Z^Y^ a r e  n o t  p r o d u c e d .  T h e se  w ou ld  a r i s e  f rom 
an  o v a l  c o i l  r o t a t e d  i n  0 by 45 d e g r e e s .  Some n e g l i g i b l e  
com]
t h a t  t h e  f i e l d  v a r i a t i o n  i s  n o t  q u i t e  s i n u s o i d a l .  S i n c e  
t h e  o v a l i t y  i s  s y m m e t r i c a l  i n  z t h e  Z^X^ t e r m s  a r e  o n l y  
n o n - z e r o  when p i s  e v e n .
0 2The n e g a t i v e  s i g n  o f  t h e  Z X t e r m  i s  p r e d i c t a b l e
b e c a u s e ,  by  t h e  d e f i n i t i o n  o f  d i a m e t e r  d i f f e r e n c e ,  t h e
w i n d i n g s  on t h e  x  a x i s  a r e  f u r t h e r  away f rom  t h e  o r i g i n
t h a n  t h o s e  on t h e  y a x i s .  The f i e l d  i s  t h e r e f o r e  l o w e r
2 2a l o n g  X t h a n  i t  i s  a l o n g  y . Hence t h e  ”x - y  " t e r m  i s
2 2 4 2n e g a t i v e .  The s m a l l  a m p l i t u d e s  o f  Z X and Z X i n d i c a t e  
t h a t  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  o v a l i t y  c h a n g e  o n l y  s l i g h t l y  w i t h
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z .  The m a g n i tu d e  o f  a l l  t h e  t e r m s  a r e  d i r e c t l y
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i a m e t e r  d i f f e r e n c e  o f  t h e  c o i l s .
U s i n g  t h e  same m agne t  m o d e l ,  b u t  t h i s  t im e  w i t h  a l l  
l a y e r s  o f  t h e  +z end  c o i l  h a v i n g  a d i a m e t e r  d i f f e r e n c e  





Bo th odd and e v e n  t e r m s  i n  z a r e
t h e r e i s no symmetry  i n  z . The
s m a l l e r  t h a n  f o r  t h e  p r e v i o u s  c a s e  b e c a u s e  t h e  o v a l i t y  
o c c u r s  f u r t h e r  away from t h e  c e n t r a l  r e g i o n .
4 . 7  S p i r a l l y  wound c o i l s
The m a g n e t s  t h a t  a r e  m os t  s u i t e d  t o  b e i n g  
c o n s t r u c t e d  f rom s p i r a l  w i n d i n g s  a r e  t h e  4 c o i l  d e s i g n s .  
As s u g g e s t e d  i n  c h a p t e r  3 ,  w id e ,  a n o d i s e d  a lu m in iu m  t a p e  
may be u s e d  t o  a c h i e v e  a co m pac t  w i n d i n g  w i t h  good 
p a c k i n g  f a c t o r .  The s p h e r i c a l  t y p e  h a s  b e e n  u s e d  f o r  
m o d e l l i n g  s p i r a l s ,  and i t s  g e o m e t r y  i s  shown i n  f i g .  
4 . 1 0 .  Each  c o i l  i s  0.2m w i d e ,  and 2 cms t h i c k .  The r a t h e r  
t h i n  c o i l s  h a v e  b e e n  u s e d  to  l o w e r  t h e  c o m p u t a t i o n a l  
c o s t .  S p h e r i c a l  p l o t s  w i t h  18 r i n g s  o f  12 p o i n t s  p e r  r i n g  
were  t a k e n  a t  0.2m r a d i u s .
127
z
F i g . 4 . 1 0  F o u r  c o i l  m agnet  u s e d  f o r  s p i r a l  m odels
T a b le  4 . 5  H arm o n ics  g e n e r a t e d  a t  0 .2m by t h e  
s p i r a l l y  wound m agnet  o f  f i g . 4 . 1 0
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The f i r s t  model u s e s  20 t u r n s  o f  t h i n  c o n d u c t o r ,  and 
a r a d i a l  p i t c h  o f  1mm. B e g i n n i n g  and end t u r n  p o s i t i o n s  
c o i n c i d e  w i t h  t h e  i n n e r  and o u t e r  r a d i i  g i v e n  by t h e  
a x i s y m m e t r i c  p ro g ra m .  The h a r m o n i c s  g e n e r a t e d  a r e  g i v e n  
in  t a b l e  4 . 5 ,  and t h i s  shows t h a t  t h e  f i r s t  z o n a l  e r r o r
g
te rm  i s  Z . Thus t a k i n g  t h e  d i m e n s i o n s  s t r a i g h t  f rom  t h e  
a x i s y m m e t r i c  p ro g ra m  p r e s e n t s  no d i f f i c u l t i e s .
However ,  t h e r e  a r e  l a r g e  q u a n t i t i e s  o f  t e s s e r a l  
t e r m s  t h a t  e x t e n d  up t o  h i g h  d e g r e e .  T h e se  c a n  be
d i f f i c u l t  t o  remove by sh im m in g ,  a l t h o u g h  t h e  f a c t  t h a t
t h e r e  i s  l i t t l e  v a r i a t i o n  i n  z d o e s  make them e a s i e r  t o
rem o v e .  The u s e  o f  1mm t h i c k  c o n d u c t o r  makes no
d i f f e r e n c e  t o  t h e  h a r m o n i c s  g e n e r a t e d .
C h a n g in g  t h e  w i n d i n g  t o  10 t u r n s  o f  2mm p i t c h  l e a v e s  
t h e  z o n a l  t e r m s  u n c h a n g e d ,  b u t  d o u b l e s  t h e  t e s s e r a l  
t e r m s .  Thus t h e s e  e r r o r s  a p p e a r  t o  be p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
w i n d i n g  p i t c h .  Once a g a i n  t h e  u s e  o f  t h i c k  c o n d u c t o r s  
d o e s  n o t  c h a n g e  t h e  h a r m o n i c s .
The u s e  o f  s p i r a l l y  wound c o n d u c t o r s  i n  t h i s  s o r t  o f
m agnet  h a s  s i g n i f i c a n t l y  w o r s e n e d  t h e  h o m o g e n e i t y  o f  what
i s  a l r e a d y  a low p e r f o r m a n c e  d e s i g n .  H ow ever ,  t h e
f o l l o w i n g  s e c t i o n s  show t h a t  t h e  Y t e r m  may be rem oved  by
2
c o i l  m ovem ents ,  and so  t h e  i n c l u s i o n  o f  a Y sh im  c o i l ,  
t o g e t h e r  w i t h  a r e d u c t i o n  i n  c o n d u c t o r  t h i c k n e s s  ( an d  
h e n c e  p i t c h )  may make t h e  d e s i g n  more a t t r a c t i v e .
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4 .8  The d e s i g n  o f  shim c o l l s .
In  t h e  same way t h a t  sh im c o i l s  f o r  t h e  z o n a l
h a r m o n ic s  were  g e n e r a t e d  by a d j u s t i n g  t h e  a x i a l  ( o r  
r a d i a l )  p o s i t i o n s  o f  c u r r e n t  c a r r y i n g  l o o p s ,  a n y  h a r m o n ic  
may be g e n e r a t e d  by a d j u s t i n g  t h e  a x i a l  o r  r a d i a l
p o s i t i o n  o f  a c u r r e n t  c a r r y i n g  " b u i l d i n g  b l o c k " .  T h ese  
b u i l d i n g  b l o c k s  c o n s i s t  o f  a n  a r r a y  o f  c o n d u c t o r s  t h a t  
g e n e r a t e ,  n o m i n a l l y ,  h a r m o n ic s  o f  o n l y  o n e  d e g r e e .  The 
s i m p l e s t  c a s e ,  t h a t  o f  a l o o p ,  g e n e r a t e s  h a r m o n i c s  o n l y  
o f  d e g r e e  0 ( i . e .  m = 0 ) , and t h e  d e s i g n  p r o c e s s  f o r  t h i s
c a s e  i s  c o v e r e d  i n  c h a p t e r  3 .
G o lay  [ 4 . 5 ]  h a s  made u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  a r e  
d i s t i b u t i o n s  o f  c u r r e n t  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f  a s p h e r e  t h a t  
w i l l  g e n e r a t e  a  g i v e n  s p h e r i c a l  h a r m o n i c  t h r o u g h o u t  t h a t  
s p h e r e  (Smythe [ 3 . 1 ] ) .  In  o r d e r  t o  o b t a i n  a u s e f u l  sh im  
c o i l  d e s i g n ,  he p r o j e c t e d  t h e s e  c u r r e n t s  o n t o  t h e  s u r f a c e  
o f  a c y l i n d e r  ( f o r  u s e  w i t h  s o l e n o i d a l  m a g n e t s ) ,  o r  o n t o  
two p l a n e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  z a x i s  ( f o r  m a g n e t s  w i t h  
r a d i a l  a c c e s s ) .  E r r o r s  t h a t  w ere  i n t r o d u c e d  b y  d o i n g  t h i s  
were  removed by a l g e b r a i c  m a n i p u l a t i o n .  The r e s u l t i n g  
c a l c u l a t i o n s  w ere  made more d i f f i c u l t  by t h e  c o m p ro m is e s  
t h a t  h a v e  to  be made when i n d i v i d u a l  c o i l s  and  t h e i r
i n t e r c o n n e c t i o n s  o b s t r u c t  e a c h  o t h e r .  A l s o ,  t h e
c a l c u l a t i o n s  w ere  r e s t r i c t e d  t o  f i l a m e n t a r y  c o n d u c t o r s ,  
t h i c k  s e c t i o n s  n e v e r  b e i n g  c o n s i d e r e d .
The whole  p r o c e s s  o f  sh im  c o i l  d e s i g n  may be made 
much e a s i e r  by  u s i n g  t h e  t o o l s  t h a t  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d
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i n  t h i s  c h a p t e r .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  f i e l d s  from 
v i r t u a l l y  any c o i l ,  s t r a i g h t  c o n d u c t o r s  and  a r c  s e g m e n t s  
b e i n g  t h e  e a s i e s t  t o  c o n s i d e r .  The i n c l u s i o n  o f  t h i c k  
c o i l s  i s  q u i t e  s t r a i g h t f o r w a r d .  The m a g n i t u d e s  o f  
h a r m o n ic s  may be o b t a i n e d  f rom  t h e s e  c a l c u l a t i o n s ,  and 
t h e  c o i l  g e o m e t ry  may b e  a l t e r e d  u n t i l  t h e  u n w an te d  
co m p o n e n ts  a r e  c a n c e l l e d .  A u t o m a t i c  o p t i m i s a t i o n  o f  t h e  
c o i l  g e o m e t r y  i s  e a s i l y  a c c o m p l i s h e d ,  a l t h o u g h  i t  h a s  n o t  
y e t  b e e n  i n c l u d e d  i n  t h e  p r o g ra m .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  
d e s i g n  p r i n c i p l e s  i n v o l v e d  may be d e m o n s t r a t e d  by means 
o f  e x a m p l e s .
A b u i l d i n g  b l o c k  f o r  an  mth  d e g r e e  h a r m o n i c  h a s  2m 
c u r r e n t  a r c s ,  e x c e p t  m=0 when t h e r e  i s  o n e ,  a  c o m p l e t e  
l o o p  ( f i g . 4 . 1 1 ) .  The a r c s  a r e  s y m m e t r i c a l l y  p l a c e d  a r o u n d  
t h e  c i r c u m f e r e n c e  o f  a c i r c l e ,  and  t h e  c u r r e n t s  a l t e r n a t e  
i n  s i g n .  B e c a u s e  o f  a s y m m e t ry  a b o u t  t h e  c e n t r e ,  t h e  m=l 
b l o c k  c a n n o t  g e n e r a t e  c o m p o n e n t s  w h ere  m i s  e v e n .  By 
c h o o s i n g  t h e  a n g l e  o f  t h e  a r c s  t o  be 120 d e g r e e s ,  t h e  
b l o c k  c a n n o t  g e n e r a t e  any m=3 t e r m s .  The f i r s t  t e r m s  t h a t  
c r e a t e  i m p u r i t i e s  i n  t h e  h a r m o n i c  a r e  t h e r e f o r e  o f  
d e g r e e  5.  L i k e w i s e ,  t h e  b l o c k  f o r  m=2 h a s  90 d e g r e e  
s e g m e n t s ,  and  s o  d o e s  n o t  p r o d u c e  t e r m s  w i t h  m=4; and  t h e  
b l o c k  f o r  m=3, w i t h  60 d e g r e e  a r c s ,  c a n n o t  p r o d u c e  m=6 
c o m p o n e n t s .
In  t h e  c a s e  o f  sh im s  t h a t  f i t  a s o l e n o i d a l  m a g n e t ,  
a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  i s  t o  d e t e r m i n e  t h e  a x i a l  p o s i t i o n s  
o f  b u i l d i n g  b l o c k s  so a s  t o  o n l y  g e n e r a t e  t h e  h a r m o n i c  o f
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r e q u i r e d  o r d e r .  Once a g a i n ,  d i a g r a m s  may be p r o d u c e d  ( e g .
f i g . 4 . 1 2 )  t h a t  i n d i c a t e  t h e  s i g n s  o f  t h e  h a r m o n i c s  when
t h e  a n g u l a r  p o s i t i o n  o f  t h e  b u i l d i n g  b l o c k  i s  v a r i e d .
The d e s i g n  o f  an X sh im  ( m = l , n = l )  may now be
c o n s i d e r e d .  Two b l o c k s  o f  120 d e g r e e  a r c s ,  s p a c e d
s y m m e t r i c a l l y  a b o u t  t h e  o r i g i n ,  w i l l  p r o d u c e  g r a d i e n t s  o f
t h e  form Z^X, w h e re  p i s  e v e n .  The o d d  t e r m s  i n  Z do n o t
a p p e a r  b e c a u s e  o f  sy m m etry .  C h o o s i n g  a  h a l f  a n g l e  o f  68
2
d e g r e e s  e n s u r e s  t h a t  no Z X t e r m  i s  g e n e r a t e d
( f i g . 4 . 1 3 . 1 )  Thus  t h e  f i r s t  i m p u r i t i e s  i n  t h e  sh im  would
be Z^X and X^.
However ,  t h e s e  c o i l s  c a n n o t  be  c o n n e c t e d  i n  a
c o m p l e t e  c i r c u i t  a s  t h e y  s t a n d  w i t h o u t  a f f e c t i n g  t h e i r
p e r f o r m a n c e .  I n  o r d e r  t o  do t h i s  two f u r t h e r  b u i l d i n g
b l o c k s  m u s t  be a d d e d  ( f i g . 4 . 1 3 . 2 ) .  The e n d s  may now be
c o n n e c t e d  w i t h  s t r a i g h t  w i r e  s e g m e n t s  r u n n i n g  p a r a l l e l  t o
t h e  f i e l d .  B e c a u s e  o f  t h e i r  d i r e c t i o n ,  t h e s e  s e g m e n t s
w i l l  n o t  p r o d u c e  any  z co m p o n en t  o f  f i e l d .  T h e r e f o r e ,  f o r
s m a l l  c u r r e n t s ,  t h e y  w i l l  h a v e  n e g l i g i b l e  e f f e c t  on .
S i n c e  t h e  s e n s e s  o f  t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  two s e t s  o f
2
b u i l d i n g  b l o c k s  a r e  o p p o s e d ,  t h e n  t o  c a n c e l  Z X t h e
b l o c k s  m us t  b e  i n  r e g i o n s  t h a t  h a v e  t h e  same s i g n  f o r  
2
Z X. Thus t h e y  m u s t  e i t h e r  b o t h  b e  b e t w e e n  20 and 68 
d e g r e e s ;  o r  o n e  m u s t  b e  b e t w e e n  0 and  20 d e g r e e s ,  w h i l s t  
t h e  o t h e r  i s  b e t w e e n  68 and 90 d e g r e e s .  The l a t t e r  o p t i o n  
i s  n o t  f e a s i b l e  b e c a u s e  t h e  o v e r a l l  l e n g t h  o f  t h e  sh im  
w ould  be  i n  e x c e s s  o f  2 . 7 5  m e t r e s .  L o o k i n g  a t  t h e  v a l u e s
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of  Z X t h r o u g h o u t  t h e  f i r s t  r e g i o n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  
b l o c k s  must  l i e  on  e i t h e r  s i d e  o f  55 d e g r e e s  t o  be i n  a 
p o s i t i o n  t o  a c h i e v e  c a n c e l l a t i o n .  A v a r i e t y  o f  d e s i g n s  
may t h e r e f o r e  be  o b t a i n e d ,  w i t h  v a r y i n g  s e n s i t i v i t i e s  and  
power d i s s i p a t i o n s .  One p o s s i b i l i t y  i s  t h a t  one  o f  t h e  
s e t s  o f  a r c s  s h o u l d  l i e  a t  6 1 . 2  d e g r e e s ,  an d  t h e  o t h e r  a t  
4 9 . 6  d e g r e e s .  The a r r a n g e m e n t  g i v e s  a w e i g h t e d
s e n s i t i v i t y  o f  7 .6ppm o f  X g r a d i e n t / a m p t u m  a t  0 .25m 
r a d i u s ,  and i n  a 0 . 1  T e s l a  f i e l d .
Shim c o i l s  t h a t  g e n e r a t e  o t h e r  g r a d i e n t s  may be 
d e s i g n e d  in  e x a c t l y  t h e  same m a n n e r .  Some p o s s i b i l i t i e s  
a r e  shown i n  f i g . 4 . 1 4 .
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4 . 9  Shimming u s i n g  t h e  m a g n e t  c o i l s
The m ain  m agne t  c o i l s  may be u s e d  f o r  sh im m ing  i n  
one o f  two w ays .  F i r s t l y ,  c u r r e n t  may be  s h u n t e d  f rom  
i n d i v i d u a l  c o i l s ,  o r  t a p p i n g s  on t h e  c o i l s ;  a n d  s e c o n d l y  
by movement o f  t h e  c o i l s .  I n  o r d e r  t o  s t u d y  t h e s e  e f f e c t s  
a p rog ram  h a s  b e e n  w r i t t e n  t h a t  t a k e s  t h e  m ag n e t  d a t a  
f rom t h e  a x i s y m m e t r i c  p r o g r a m ,  an d  a l l o w s  t h e  c o i l s  t o  be 
moved o f f  a x i s ,  o r  t w i s t e d  a b o u t  a n  a x i s .  The e f f e c t s  o f  
c h a n g i n g  t h e  c u r r e n t s  i n  t h e  c o i l s  may a l s o  b e  m o d e l l e d .
A l l  t h e  f i e l d  c a l c u l a t i o n s  a r e  p e r f o r m e d  u s i n g  t h e  
e l l i p t i c  i n t e g r a l  m ethod  ( s e c t i o n  3 . 6 )  i n  c o n j u n c t i o n  
w i t h  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  f i e l d  p o i n t  and 
t h e  c a l c u l a t e d  f i e l d  c o m p o n e n t s  [ 4 . 6 ]  t h a t  s i m u l a t e  t h e  
c o i l  m ovem ents .  The s p h e r i c a l  p l o t t i n g  m e thod  o f  s e c t i o n  
4 . 4  i s  u s e d  t o  o b t a i n  h a r m o n ic  a m p l i t u d e s  f ro m  t h e  f i e l d  
v a l u e  s .
In  g e n e r a l , t h e  movement  o r  s h u n t i n g  o f  c u r r e n t  f rom  
a c o i l  w i l l  a l t e r  t h e  a m p l i t u d e s  o f  many c o m p o n e n t s .  The 
h i g h e r  t h e  o r d e r  o f  t h e  h a r m o n i c ,  t h e  l e s s  i t s  a m p l i t u d e  
w i l l  be a f f e c t e d .  Thus i t  i s  o n l y  p r a c t i c a l  t o  a l t e r  t h e  
low o r d e r s  by  t h i s  m e th o d .  A d j u s t i n g  more  t h a n  one  c o i l  
a t  a t i m e ,  w i t h  some sym m etry  i n  t h e  a d j u s t m e n t s ,  a l l o w s  
v i r t u a l l y  o n l y  one  h a r m o n ic  t o  be a l t e r e d .  I t  i s  u n l i k e l y  
t h a t  a l l  t h e  unw an ted  h a r m o n i c s  w i l l  be c o m p l e t e l y  
r em o v ed ,  p a r t l y  b e c a u s e  o f  t h e  i n a b i l i t y  t o  t a c k l e  some 
t e r m s ,  and  p a r t l y  b e c a u s e  o f  t h e  d i f f i c u l t y  i n  m ak ing  
m i n u t e  a d j u s t m e n t s  t o  h e a v y  c o i l s  a c c u r a t e l y .  As a r e s u l t
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t h e  f i n a l  s t a g e s  o f  sh im m ing  w i l l  p r o b a b l y  be  made u s i n g  
sh im  c o i l s .  However ,  by making  c r u d e  a d j u s t m e n t s  w i t h  t h e  
main  c o i l s ,  t h e  r a n g e  o f  a d j u s t m e n t  p r o v i d e d  by t h e  
e l e c t r i c a l  sh im s  may be s u b s t a n t i a l l y  r e d u c e d .  As a 
r e s u l t ,  t h e  c o o l i n g  o f  t h e  c o i l s  w i l l  p r e s e n t  f e w e r  
p r o b le m s ,  and t h e  pow er  s u p p l i e s  n e e d e d  to  d r i v e  t h e  
c o i l s  w i l l  be s m a l l e r  and l e s s  c o s t l y .
F i g u r e  4 . 1 5  shows t h e  a d j u s t m e n t s  r e q u i r e d  t o  a l t e r  
some o f  t h e  h a r m o n i c s  i n  t h e  s o l e n o i d a l  m a g n e t  u s e d  f o r  
t h e  h e l i x  m o d e l s .  Arrows i n d i c a t e  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
c o i l  m ovem ents ,  and t h e  r e s i s t o r s  i n d i c a t e  t h e  s h u n t i n g  
o f  c u r r e n t  f rom  a c o i l .  O n ly  t h e  low o r d e r  t e r m s  o f  
d e g r e e  m=0 o r  m=l c a n  be a l t e r e d .  Some h i g h e r  d e g r e e  
t e r m s  a r e  p r o d u c e d  by some o f  t h e  n o n - a x i s y m m e t r i c  
m ovem ents ,  b u t  t h e s e  a r e  i n s i g n i f i c a n t  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
m=l t e r m s .  A l t h o u g h  t h e  d i a g r a m s  o n l y  show h a r m o n i c s  
i n v o l v i n g  Y, t h e  X t e r m s  may o b v i o u s l y  b e  p r o d u c e d  by 
making  t h e  same movements w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  x  a x i s .  A 
s i m i l a r  s e t  o f  d i a g r a m s  ( f i g .  4 . 1 6 )  may be p r o d u c e d  f o r  
t h e  f o u r  c o i l  s p h e r i c a l  d e s i g n  u s e d  i n  t h e  s p i r a l  w i n d i n g  
m o d e l s .  A g a i n ,  o n l y  t e r m s  w i t h  m=0 o r  1 c a n  be 
i n f l u e n c e d .
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4 . 1 0  C o n c lu s io n s
I t  i s  c l e a r  t h a t  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  c a l c u l a t e  t h e  
f i e l d  f rom  an e x a c t  model  o f  a m a g n e t ' s  w i n d i n g s  i n  o r d e r  
to  a s s e s s  i t s  h o m o g e n e i t y  p r o p e r l y .  W h i l s t  t h e  n u m e r i c a l  
i n t e g r a t i o n  m ethod  may a p p e a r  t o  be a " b r u t e  f o r c e "  
a p p r o a c h ,  i t  d o e s  h a v e  t h e  m e r i t  o f  h a v i n g  a s im p l e  
m a t h e m a t i c a l  d e r i v a t i o n ,  and i s  t h e r e f o r e  e a s i l y  
a d a p t i b l e  t o  o t h e r  fo rm s  o f  w i n d i n g .  The m ethod  u s e d  f o r  
p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n s  i s  t h e  m os t  e f f i c i e n t  o f  t h e  
a u t o m a t i c  p r o d e d u r e s ,  and o n l y  n e e d s  t h e  r e q u i r e d  
a c c u r a c y  t o  b e  s p e c i f i e d  i n  a d v a n c e .  Thus  t h e  p r o g ra m  may 
be run  by i n e x p e r i e n c e d  u s e r s  w i t h  t h e  minimum o f  
d i f f i c u l t y .
At f i r s t ,  i t  may a p p e a r  t h a t  t h e  r é i n t r o d u c t i o n  o f  
s p h e r i c a l  h a r m o n i c s  i s  an  u n e c e s s a r y  c o m p l i c a t i o n .  
N e v e r t h e l e s s ,  t h e  a b i l i t y  t o  c o n v e r t  s e t s  o f  f i e l d  v a l u e s  
i n t o  h a r m o n ic  a m p l i t u d e s  d o e s  h a v e  s i g n i f i c a n t  b e n e f i t s .  
The v i s u a l i s i n g  o f  t h e  s h a p e  o f  a u n i f o r m  f i e l d  r e g i o n  
f rom f i e l d  v a l u e s  i s  v i r t u a l l y  i m p o s s i b l e .  H ow ever ,  t h e  
k now ledge  t h a t  a hom ogeneous  r e g i o n  i s  d i s t u r b e d  b y  t h e  
sum o f  a num ber  o f  f i e l d  p r o f i l e s ,  w i t h  a w e l l  d e f i n e d  
and h i g h l y  s y m m e t r i c a l  f o rm ,  p e r m i t s  s u c h  a 
v i s u a l i s a t i o n .  Combined w i t h  t h e  work  on sh im m ing  
m e th o d s ,  i t  becom es  a s t r a i g h t f o r w a r d  m a t t e r  t o  d e t e r m i n e  
w h e t h e r  t h e  i n h o m o g e n e i t y  p r o d u c e d  by a r e a l  w i n d i n g  c a n  
be removed s i m p l y ,  o r  w h e t h e r  f u r t h e r  r e f i n e m e n t  t o  t h e  
d e s i g n  n e e d s  t o  b e  c a r r i e d  o u t  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  t e r m s
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t h a t  a r e  d i f f i c u l t  t o  rem ove  do n o t  a r i s e  i n  t h e  r e a l  
m a g n e t .
P e r h a p s  t h e  m os t  i m p o r t a n t  r e s u l t  t h a t  h a s  b e e n  
d e m o n s t r a t e d  by  t h e  m o d e l s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r ,  i s  
t h a t  an a x i s y m m e t r i c  d e s i g n  f rom  t h e  i n t e r a c t i v e  p r o g ra m  
may be t r a n s f o r m e d  i n t o  a p r a c t i c a l  w i n d i n g  w i t h  t h e  
e x p e c t a t i o n  t h a t  t h e  e r r o r s  i n  t h e  z o n a l  h a r m o n ic
co m p o n en ts  w i l l  b e  m i n i m a l .  Thus t h e  i t e r a t i o n s  b e tw e e n  
a x i s y m m e t r i c  and  d i s c r e t e  c o n d u c t o r  m o d e l s ,  t h a t  w i l l  
i n e v i t a b l y  b e  p e r f o r m e d  d u r i n g  t h e  d e s i g n  p r o c e s s ,  may be 
r e a d i l y  made w i t h o u t  t h e  n e e d  f o r  c o m p l i c a t e d  c o r r e c t i o n s  
t o  be  a p p l i e d  t o  t h e  m ag n e t  d i m e n s i o n s .
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CHAPTER 5 THE DESIGN AND TESTING OF A RESISTIVE
MAGNET SYSTEM.
5 .1  I n t r o d u c t i o n .
T h i s  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p r a c t i c a l  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  d e s i g n  and m e a s u re m e n t  m e th o d s  t h a t  
have  b e e n  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  c h a p t e r s .  The d e s i g n  
o f  a f u l l  s i z e  m agne t  w i t h  good h o m o g e n e i t y  h a s  b e e n  
u n d e r t a k e n  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  GEC S t a f f o r d  L a b o r a t o r y  
and GEC Power  T r a n s f o r m e r s .  I t  i s  i n t e n d e d  t h a t  t h e  
m agne t  s h o u l d  r e p l a c e  an  e x i s t i n g  f o u r  c o i l  d e s i g n  w i t h  
r a t h e r  p o o r  p e r f o r m a n c e .  V e r s i o n s  o f  t h e  d e s i g n  s o f t w a r e  
h a v e  b e e n  i n s t a l l e d  on t h e  L a b o r a t o r y ’ s c o m p u t e r ,  and  a 
p r o t o t y p e  h a s  b e e n  b u i l t  by GEC Power  T r a n s f o r m e r s .
The m ain  p o i n t s  o f  t h e  m agne t  d e s i g n  a r e  d e s c r i b e d ,  
and  i t s  t h e o r e t i c a l  p e r f o r m a n c e  d e t e r m i n e d .  U s in g  t h e  nmr 
p r o b e  s y s t e m  t h e  m a g n e t ’ s a c t u a l  p e r f o r m a n c e  was 
m e a s u r e d .  Known c o i l  movements  w ere  m ade ,  and  t h e  c h a n g e s  
i n  t h e  f i e l d ’ s h a rm o n ic  c o m p o n e n t s  c o m p ared  w i t h  t h e  
t h e o r y .  As t h e  magnet  h a s  no  sh im  c o i l s ,  an  ex am p le  o f  
e l e c t r i c a l  sh imming  i s  g i v e n  by t h e  z o n a l  c o r r e c t i o n  
c o i l s  i n  t h e  NEPTUNE s c a n n e r .
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5 .2  The p r o t o t y p e  m agnet  d e s i g n .
In  o r d e r  t o  a c h i e v e  good f i e l d  h o m o g e n e i t y ,  a l o n g  
s o l e n o i d  w i t h  end c o i l s  i s  u s e d .  The b o r e  o f  t h e  m agne t  
i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  s i z e  o f  t h e  g r a d i e n t  c o i l s  t h a t  a r e  
f i t t e d ,  t h e s e  b e i n g  a s t a n d a r d  p r o d u c t i o n  i t e m ,  and 
s h o u l d  be a t  l e a s t  1 .05m d i a m e t e r  a d j a c e n t  t o  t h e  c o i l s  
in  o r d e r  to  m i n i m i s e  t h e  e d d y  c u r r e n t  l o s s e s  f rom t h e  
p u l s e d  g r a d i e n t  f i e l d s .  H ow ever ,  t h e  end c o i l s  w i l l  h a v e  
a s m a l l e r  d i a m e t e r  t h a n  t h e  m a in  s o l e n o i d ,  and  a minimum 
o f  1.04m n e e d s  t o  b e  a l l o w e d  i n  o r d e r  t o  i n s e r t  t h e  
g r a d i e n t  c o i l  a s s e m b l y  i n t o  t h e  m a g n e t .  Once t h e  
t h i c k n e s s  o f  t h e  c o i l  f o r m e r s  i s  d e t e r m i n e d ,  t h e  minimum 
i n s i d e  d i a m e t e r s  f o r  t h e  t h r e e  c o i l s  may be s p e c i f i e d .
A p r e l i m i n a r y  a x i s y m m e t r i c  d e s i g n  shows t h a t  t h e  
t o t a l  c o n d u c t o r  w e i g h t  t o  be  i n  t h e  o r d e r  o f  t h r e e  t o n n e s  
o f  c o p p e r .  U s i n g  t h i s  f i g u r e  i n  a f i n i t e  e l e m e n t s  s t r e s s  
a n a l y s i s  p ro g ra m  shows t h a t  a f o r m e r  t h i c k n e s s  o f  a b o u t  
25mm o f  a lu m in iu m  i s  r e q u i r e d .  T h i s  p r o v i d e s  a d e q u a t e  
s t i f f n e s s  t o  s u p p o r t  t h e  w i n d i n g s  w i t h o u t  e x c e s s i v e  
d i s t o r t i o n .  Thus t h e  minimum d i a m e t e r s  f o r  t h e  c o i l  
w i n d i n g s  c a n  be d e t e r m i n e d .
The s o l e n o i d  l e n g t h  i s  n o m i n a l l y  1 .47m ,  a s  t h i s  i s
n e a r  t h e  p e a k  o f  t h e  "bump" i n  t h e  8 t h  o r d e r  h o m o g e n e i t y
c u r v e s  shown i n  f i g u r e  3 . 9 .  I f  t h i s  d e s i g n  i s  r u n  u s i n g  a
2
c u r r e n t  d e n s i t y  o f  2.7A/mm , g i v i n g  a c e n t r a l  f i e l d  o f  
0 . 1  T e s l a ,  t h e n  t h e  power  d i s s i p a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  
40kW. I t  was f e l t  t h a t  t h e  r u n n i n g  c o s t s  o f  t h e  m ag n e t
l47
and i t s  c o o l i n g  p l a n t  w ou ld  be e x c e s s i v e l y  l a r g e  a t  t h i s
d i s s i p a t i o n ,  so t h e  f i e l d  m a g n i tu d e  h a s  b e e n  r e d u c e d  to
2
0 .0 7 5 T ,  g i v i n g  a c u r r e n t  d e n s i t y  o f  2A/mm .
A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  c o p p e r  s e c t i o n  c o u l d  be  i n c r e a s e d  to  
a c h i e v e  a r e d u c t i o n  i n  c u r r e n t  d e n s i t y .  H ow ever ,  t h e  
i n c r e a s e  i n  c o n d u c t o r  w e i g h t  i s  n o t  a c c e p t a b l e .  As i t  
s t a n d s  t h e  c o n d u c t o r s ,  f o r m e r s ,  s u p p o r t i n g  s t r u c t u r e  and 
c o o l a n t  w e ig h  n e a r l y  6 t o n n e s .  Any f u r t h e r  i n c r e a s e  i n  
w e i g h t  makes t h e  i n s t a l l a t i o n  v e r y  d i f f i c u l t .  One o t h e r  
s o l u t i o n  i s  to  r e d u c e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s o l e n o i d .  
However,  t h e  r e d u c t i o n  i n  f i e l d  p e r f o r m a n c e  o u t w e i g h s  t h e  
a d v a n t a g e s  g a i n e d  by t h e  r e d u c t i o n  o f  d i s s i p a t i o n  and 
w e i g h t .  T h i s  o p t i o n  was t h e r e f o r e  n o t  a d o p t e d .
The c o o l i n g  o f  t h e  w i n d i n g s  i s  p e r f o r m e d  i n  much t h e  
same m anner  a s  a c o n v e n t i o n a l  power  t r a n s f o r m e r .  The 
w in d i n g s  h av e  i n t e r l a y e r  g a p s ,  t h r o u g h  w h ic h  t r a n s f o r m e r  
o i l  i s  p a s s e d .  The t h r e e  c o o l i n g  c i r c u i t s  a r e  c o n n e c t e d  
i n  p a r a l l e l ,  w i t h  b a f f l e s  i n  t h e  p i p e  c o n n e c t i o n s  t o  
e n s u r e  b a l a n c e d  o i l  f l o w .  C i r c u l a t i o n  o f  t h e  o i l  i s  
p r o v i d e d  by  a pump w h ich  i s  c a p a b l e  o f  p r o d u c i n g  a f l o w  
o f  g r e a t e r  t h a n  500 l i t r e s / m i n .  T h i s  r a t e  g u a r a n t e e s  t h a t  
no p a r t  o f  t h e  m ag n e t  becom es  h o t t e r  t h a n  t h e  i n l e t  o i l  
by more t h a n  a few d e g r e e s .  Thus w i t h  an  e x p a n s i o n  
c o e f f i c i e n t  o f  23ppm/°C f o r  a l u m i n i u m ,  a t e m p e r a t u r e  r i s e  
o f  4 ° C means t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  i n  d i a m e t e r  o f  e i t h e r  
end  o f  t h e  s o l e n o i d  w i l l  be  no  more t h a n  0.1mm. Thus  any 
shimming p r o b le m s  t h a t  m i g h t  be c a u s e d  by a t a p e r e d
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fo rm e r  a r e  a v o i d e d .  The warm o i l  i s  p a s s e d  t h r o u g h  a h e a t  
e x c h a n g e r  w i t h  a s e c o n d a r y  c i r c u i t  c o n t a i n i n g  w a t e r .  T h i s  
w a t e r  i s  c o o l e d  by an o u t d o o r  r e f r i g e r a t i o n  u n i t ,  w h ich  
i n  t u r n  d i s c h a r g e s  t h e  h e a t  t o  t h e  a t m o s p h e r e .
The w i n d i n g s  a r e  s u p p o r t e d  by a s e r i e s  o f  p r e c i s i o n  
m o u ld in g s  t h a t  l i e  on t o p  o f  a c c u r a t e l y  m a c h in e d  
a lu m in iu m  f o r m e r s .  T hese  m o u l d i n g s  l o c a t e  e a c h  c o n d u c t o r  
i n  t h e  w i n d i n g  t o  w i t h i n  0.1mm o f  i t s  c o r r e c t  p o s i t i o n .  
T h e r e f o r e ,  t h e r e  a r e  no c u m u l a t i v e  w i n d i n g  e r r o r s  due t o
t h e  t o l e r a n c e  on t h e  w i r e s .  So,  o n c e  t h e  f o r m e r s  h a v e
b e en  m ach in ed  and  c h e c k e d ,  t h e  m o u l d i n g s  c a n  be a t t a c h e d  
and w i n d i n g  c a n  be p e r f o r m e d  q u i c k l y .  No s p e c i a l  w i n d i n g  
t e c h n i q u e s  a r e  r e q u i r e d .  T h ese  m o u l d i n g s  a r e  t h e  s u b j e c t  
o f  a p a t e n t  a p p l i c a t i o n  by GEC Power  T r a n s f o r m e r s ,  and  
a r e  n o t  d e s c r i b e d  f u r t h e r .
The main  c o i l  i s  r i g i d l y  f i x e d  t o  a s u p p o r t i n g
a lu m in iu m  f r a m e .  S u p p o r t  f o r  t h e  end  c o i l s  i s  p r o v i d e d  by
t h e  f r a m e ,  b u t  t h e y  a r e  a b l e  t o  move w i t h  r e s p e c t  t o  t h e
main c o i l .  The w e i g h t  o f  t h e  end c o i l s  i s  t a k e n  on l a r g e
s p r i n g s ,  t h u s  t h e  c o i l  p o s i t i o n  a d j u s t e r s  do n o t  t a k e  a 
l a r g e  l o a d  and  a r e  d e s i g n e d  t o  g i v e  a f i n e  d e g r e e  o f  
a d j u s t m e n t .  The a t t r a c t i v e  a x i a l  f o r c e  b e t w e e n  t h e
s o l e n o i d  and  end  c o i l  i s  o n l y  1 .5 k N ,  a n d  so  t h i s  t o o  d o e s
n o t  p r e s e n t  any  d i f f i c u l t y  i n  t h e  d e s i g n  o f  t h e  
a d j u s t e r s .
T h e re  a r e  s i x  a d j u s t e r s  i n  a l l .  T h r e e ,  a r r a n g e d  a t  
120 d e g r e e  i n t e r v a l s  a r o u n d  t h e  end  o f  t h e  c o i l ,  s p a c e
149
t h e  end c o i l  away f rom  t h e  main c o i l .  They c a n  a l s o  t w i s t  
t h e  end  c o i l  a b o u t  t h e  h o r i z o n t a l  o r  v e r t i c a l  a x e s .  Two 
a d j u s t e r s  p r o v i d e  v e r t i c a l  movement o f  t h e  c o i l ,  w h i l s t  
t h e  l a s t  p r o v i d e s  h o r i z o n t a l  a d j u s t m e n t .  I t  i s  t h e r e f o r e  
p o s s i b l e  t o  move t h e  end c o i l s  i n t o  any  d e s i r e d  p o s i t i o n  
o v e r  a r a n g e  o f  a  few m i l l i m e t r e s .
The p h o t o g r a p h  on page  170 shows t h e  c o m p l e t e d  
m a g n e t .  Each o f  t h e  t h r e e  c o i l s  i s  c o n t a i n e d  i n  an  
a lu m in iu m  s l e e v e  w i t h  an  0 - r i n g  o i l  s e a l .  The c o i l  s p r i n g  
p a i r s ,  on w h ic h  t h e  end  c o i l s  a r e  m o u n te d ,  a r e  c l e a r l y  
s e e n ,  t o g e t h e r  w i t h  a v e r t i c a l  a d j u s t e r  p o s i t i o n e d  
b e tw e e n  them .  T h r e e  i n c h  b o r e  p i p e  c a r r i e s  t h e  c o o l i n g  
o i l  t o  t h e  b o t t o m  o f  t h e  m a g n e t ,  t h e  r e t u r n  p i p e  coming 
from a box on t h e  t o p  o f  t h e  m a g n e t .  T h i s  box c o n t a i n s  
r e s i s t o r s  f o r  s h u n t i n g  c u r r e n t  f ro m  t h e  c o i l s .  The 
r e s i s t o r s  w i l l  be k e p t  a t  a c o n s t a n t  t e m p e r a t u r e  by t h e  
c o o l i n g  o i l .
5 . 3  T h e o r e t i c a l  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p r o t o t y p e  m agne t
The t h i c k  c o i l  model t h a t  i s  u s e d  as  a s t a r t i n g  
p o i n t  i s  shown i n  f i g u r e  5 . 1 .  I t  i s  c l e a r  t h a t  a s p h e r e  
o f  0.25m r a d i u s  f a l l s  e a s i l y  w i t h i n  t h e  +lppm c o n t o u r s .  
The m a g n i t u d e s  o f  t h e  s i g n i f i c a n t  e r r o r  t e r m s  i n  ppm a r e :
Z® = - 0 . 4  
Ẑ *  ̂ = - 0 . 1
Thus t h e  z o n a l  e r r o r  t e r m s  s h o u l d  n o t  be a s i g n i f i c a n t  
s o u r c e  o f  e r r o r .  A l l  t h e  h a r m o n ic  m a g n i t u d e s  g i v e n  i n
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0,1m
F i g . 5 .1  I n i t i a l  model  o f  p r o t o t y p e  m agne t
t h i s  c h a p t e r  w i l l  be a t  a r a d i u s  o f  0 .2 5 m .
The c u r r e n t  i n  t h e  w i n d i n g  i s  240A, and so t h e  
c o n d u c t o r  w i l l  h a v e  a s u b s t a n t i a l  c r o s s  s e c t i o n .  As a 
r e s u l t ,  t h e  h e l i x  p i t c h  i s  q u i t e  l a r g e ,  b e i n g  i n  e x c e s s  
o f  2cms. Even t h o u g h  a n  ev en  num ber  o f  l a y e r s  i s  u s e d  i n  
e a c h  o f  t h e  c o i l s ,  t h e  t e s s e r a l  f i e l d  c o m p o n e n t s  a r e  
s i g n i f i c a n t ,  a s  shown by t h e  r e s u l t s  f rom  a f i l a m e n t a r y  
h e l i x  model  :
= -0 .4 p p m
2
Z^X
- 6 . 7
- 2 . 6
ZY = 0 . 8




- 0 . 3
- 0 . 2
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T h i s  model t o o k  46 m i n s .  o f  CPU t i m e  on a P r im e  750 ,  
u s i n g  a 12 p l a n e  p l o t  w i t h  12 p o i n t s  p e r  p l a n e .  With  t h e  
same p l o t t i n g  p o i n t s  t h e  f o l l o w i n g  h a r m o n i c  c o m p o n en ts  
were  o b t a i n e d  by m o d e l l i n g  t h e  w i n d i n g  u s i n g  t h i c k  
c o n d u c t o r s  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  d i m e n s i o n s :
- 4 . 6ppm
z4 = 0 . 4
Z^ = 0 .1
Z» = - 0 . 4
z i o  = - 0 . 2
X = - 6 . 7 ZY = 0 . 8
z ^ x  = - 2 . 6 Z^Y = - 0 . 2
X2 = - 0 . 3
Z^X^ = - 0 . 2
i s e r a l  t erms r e m a i n u n c h a n g e d , b u t  a
o f  Z^ h a s  now b e e n 1 i n t r o d u c e d . Thi  s
6 h r s . and  32m ins .  o f  CPU t i m e  on t h e  same m a c h i n e .  Thus
t h e r e  a r e  s i g n i f i c a n t  b e n e f i t s  i n  o b t a i n i n g  i n f o r m a t i o n
a b o u t  t h e  t e s s e r a l  t e r m s  f rom  f i l a m e n t a r y ,  r a t h e r  t h a n
t h i c k  h e l i c a l  m o d e l s .  I t  now r e m a i n s  t o  be  s e e n  w h e t h e r
2 2t h e  q u a n t i t i e s  o f  Z ,X and  Z X c a n  be rem o v ed  s i m p l y  by 
moving t h e  end  c o i l s .
Moving t h e  c o i l  a t  t h e  + z  end i n w a r d s  a x i a l l y  
by 0.1mm p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  t e r m s  f rom  t h e
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a x i s y m m e t r i c  p ro g ra m :
= 26.8ppm 7 ? = 7 .2
7 ? = 2 .0 Z^ = 0 . 1
Z^ = —0 . 2 Z^ = 0 . 0
z7 = 0 . 0 z« = - 0 . 4
I t  i s  n o t i c e a b l e  t h a t  t h i s  movement o n l y  a f f e c t s  t h e
lo w e r  o r d e r  t e r m s .  Thus m oving  b o t h  end  c o i l s  i n w a r d s  by
0.1mm w i l l  a l t e r  by 14 .4ppm ,  and Z^ by  0 .2 p p m .  None o f
t h e  odd t e r m s  w i l l  a p p e a r  b e c a u s e  o f  s y m m e t r y ,  and  t h e r e
a r e  no c h a n g e s  i n  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s .  A movement o f
a b o u t  0.032mm w ould  t h e r e f o r e  p r o v i d e  c a n c e l l a t i o n  o f  t h e  
2
Z te rm  i n t r o d u c e d  by t h e  t h i c k  h e l i c a l  w i n d i n g .  H ow ever ,  
i t  i s  i m p r a c t i c a l  t o  make s u c h  a s m a l l  movement 
a c c u r a t e l y ,  so s h u n t i n g  c u r r e n t  f rom  t h e  end c o i l s  w ould  
be a b e t t e r  m e th o d  o f  p r o v i d i n g  t h e  c o r r e c t i o n .
R e d u c in g  t h e  c u r r e n t  i n  t h e  +z e n d  c o i l  by 100mA 
p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  s i g n i f i c a n t  h a r m o n ic  c o m p o n e n t s :
= -4 2 .2 p p m  Z^ = - 1 0 . 5
T ?  3 . 4  Z^ = 0 . 4
2
As t h e  Z com ponen t  i s  n e g a t i v e ,  an  i n c r e a s e  i n  c u r r e n t  
i s  r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  t h e  r e q u i r e d  c a n c e l l a t i o n .  The 
t h e o r e t i c a l  model  o f  t h e  m agne t  a c t u a l l y  r e q u i r e s  t h a t  
c u r r e n t  be s h u n t e d  f rom  t h e  end  c o i l s ,  and so t h e
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c u r r e n t s  i n  t h e  end c o i l s  may be i n c r e a s e d  o r  d e c r e a s e d
2
t o  f a c i l i t a t e  sh im m ing .  Thus t h e  Z co m p o n en t  may be 
c a n c e l l e d  w h i l s t  o n l y  p r o d u c i n g  an  i n s i g n i f i c a n t  amount  
o f  Z^.
S h i f t i n g  t h e  c e n t r e  o f  t h e  +z c o i l  by 0.1mm i n  t h e  x 
d i r e c t i o n  p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  t e r m s :
X = 13.4ppm 
ZX = 1 . 0
Z^X = 1 . 0
Thus s h i f t i n g  t h e  end c o i l s  by 0.025mm a l o n g  x  s h o u l d
2
c a n c e l  t h e  X t e r m  w i t h o u t  s i g n i f i c a n t l y  a l t e r i n g  Z X. 
T w i s t i n g  t h e  same c o i l  by 0 . 1  d e g r e e s  a b o u t  t h e  y a x i s  
g i v e s  :
X = -3 8 .5 p p m
ZX = - 3 6 . 5
Z^X = - 1 7 . 9
Z^X = - 6 . 1
2
T h i s  movement g i v e s  s i g n i f i c a n t  q u a n t i t i e s  o f  Z X, and so 
may be u s e d  t o  c a n c e l  t h a t  t e r m .  The a d d i t i o n a l  X
component  t h a t  t h i s  i n t r o d u c e s  c a n  t h e n  be  c a n c e l l e d  by a
t r a n s v e r s e  s h i f t  o f  t h e  c o i l .  Thus i t  s h o u l d  be  p o s s i b l e  
t o  remove v i r t u a l l y  a l l  o f  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  h e l i c a l  
w i n d i n g s  s im p ly  by c o i l  m ovem ents .
The m o d e l l i n g  o f  t h e  c o i l  movements  h a s  o n l y  b e e n
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c o n s i d e r e d  on ro u n d  t h i c k  s e c t i o n  c o i l s ,  a s  t h e  i n c l u s i o n  
o f  h e l i c a l  e f f e c t s  i s  o n l y  l i k e l y  to  be o f  s e c o n d a r y  
i m p o r t a n c e .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  r e q u i r e d  c o o r d i n a t e  
t r a n s f o r m a t i o n s  c a n  e a s i l y  be  c a r r i e d  o u t  on a  d i s c r e t e  
c o n d u c t o r  m odel  i f  t h e  i n c r e a s e  i n  c o m p u t a t i o n  t im e  i s  
a c c e p t a b l e .
The ab o v e  c a l c u l a t i o n s  h a v e  shown t h a t  v e r y  s m a l l  
e r r o r s  i n  t h e  d i m e n s i o n s  o f  a c o i l  p r o d u c e  s i g n i f i c a n t  
c h a n g e s  i n  f i e l d  h o m o g e n e i t y .  T h i s  f a c t  c a l l s  i n t o  
q u e s t i o n  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  m a n u f a c t u r i n g  any  o f  t h e  
c o i l s  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y .  By s t u d y i n g  t h e  e f f e c t s  
o f  s m a l l  c h a n g e s  i n  c o i l  w i d t h ,  t h i c k n e s s  an d  p o s i t i o n  
u s i n g  t h e  a x i s y m m e t r i c  p r o g r a m ,  i t  becom es  c l e a r  t h a t  
e a c h  o f  t h e s e  e f f e c t s  o n l y  p r o d u c e s  e r r o r s  i n  t h e  low 
o r d e r  h a r m o n i c s .  Thus t h e s e  e r r o r s  w i l l  be  c o r r e c t a b l e  
s im p ly  by c o i l  movements  and  c u r r e n t  s h u n t i n g .  As a 
r e s u l t  o f  t h i s ,  and o t h e r  s t u d i e s ,  t o l e r a n c e s  o f  b e t w e e n  
0 .2  an d  0.5mm h a v e  b e e n  p l a c e d  on v a r i o u s  d i m e n s i o n s  o f  
t h e  m a g n e t ,  w i t h  t h e  e x p e c t a t i o n  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  f i e l d  
e r r o r s  would  be c o r r e c t a b l e .  T h i s  s o r t  o f  t o l e r a n c e  c a n  
be met  f a i r l y  e a s i l y  on  a s t r u c t u r e  o f  t h i s  s i z e  a n d ,  as  
a r e s u l t ,  t h e  m agne t  c a n  be  m a n u f a c t u r e d  much more 
c h e a p l y  t h a n  m i g h t  o t h e r w i s e  h a v e  b e e n  t h e  c a s e .
One e f f e c t  t h a t  was n o t  f u l l y  c o n s i d e r e d  a t  t h e  t im e  
o f  d e s i g n ,  p a r t l y  due  t o  t h e  l a c k  o f  d e s i g n  t o o l s ,  was 
t h e  e f f e c t s  o f  t h e  s u p p l y  l e a d s  t o  t h e  c o i l s .  The most  
s i g n i f i c a n t  e f f e c t  a p p e a r s  t o  be  due  t o  t h e  r a d i a l  l e a d s
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t h a t  c o n n e c t  t h e  i n s i d e  l a y e r  o f  t h e  c o i l s  t o  a c o n n e c t o r  
on t h e  o u t s i d e  o f  t h e  c o i l .  M o d e l l i n g  t h e  e f f e c t s  t h a t  
t h e s e  t h r e e  c o n d u c t o r s  h a v e  on a p e r f e c t l y  u n i f o r m  f i e l d  
y e i l d s  t h e  f o l l o w i n g  h a r m o n ic  t e r m s :
X = - 3 7 . Oppm Y = 2 1 . 4
z ^ x  = - 2 . 5 Z^Y = 1 . 4
X2 = - 7 . 4 Y? = - 4 . 3
Z^X^ = - 0 . 8 Z^Y^ = —0.  5
Both X and Y t e r m s  a r e  p r o d u c e d  b e c a u s e  t h e  l e a d s  a r e
p o s i t i o n e d  a t  0 = 60° i n  t h e  a c t u a l  m a g n e t .  The X,Z X,Y 
2
and Z Y t e r m s  may be rem oved  by  t h e  m e th o d s  a l r e a d y
o u t l i n e d .  H ow ever ,  a s  m e n t i o n e d  i n  s e c t i o n  4 . 9 ,  t h e  t e r m s  
2 2i n v o l v i n g  X o r  Y c a n n o t  be  rem oved  by c o i l  m o v em en ts .  A 
s e t  o f  sh im  c o i l s  w ou ld  t h e r e f o r e  be r e q u i r e d  to  
c o m p l e t e l y  rem ove  t h e  e f f e c t s  o f  t h e s e  l e a d s .
5 . 4  M easu red  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p r o t o t y p e  m a g n e t .
I n i t i a l  p o s t i o n i n g  o f  t h e  m a g n e t ' s  end c o i l s  was 
p e r f o r m e d  w i t h  t h e  a i d  o f  a r u l e r .  Nmr p r o b e s  were  t h e n  
p o s i t i o n e d  i n  t h e  m a g n e t ,  t h e  m e a s u r i n g  p r o b e  b e i n g  f i x e d  
t o  a p l o t t i n g  d e v i c e  t h a t  a l l o w e d  i t  t o  be moved 
t h r o u g h o u t  t h e  c e n t r a l  f i e l d  r e g i o n .  The f i x e d  r e f e r e n c e  
p r o b e  was p l a c e d  i n  t h e  c e n t r e  p l a n e ,  b u t  n e a r  t h e  m agne t  
f o r m e r  so  a s  n o t  t o  o b s t r u c t  t h e  m o v e a b le  p r o b e .
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S i n c e  t h e  f i e l d  e r r o r s  i n  t h e  m a g n e t  a r e  o n l y  l i k e l y  
to  be o f  low o r d e r ,  s p h e r i c a l  f i e l d  p l o t s  w ere  n o t  u s e d
0,25 m
F i g . 5 . 2  P r o b e  p o s i t i o n s  u s e d  f o r  s e t t i n g  
up p r o t o t y p e  m ag n e t
f o r  s e t t i n g  up t h e  c o i l s .  I n s t e a d ,  a  s i m p l e  p r o c e d u r e  
i n v o l v i n g  a l i m i t e d  num ber  o f  p o i n t s  a l l o w s  m e a s u r e m e n t s  
and c o n s e q u e n t  a d j u s t m e n t s  t o  b e  made q u i c k l y .  F i g u r e  5 . 2  
shows t h e  p r o b e  p o s i t i o n s  t h a t  a r e  u s e d .  T a k i n g  j u s t  two 
p o s i t i o n s  a t  z=+0 .25m ,  x = +0 .25m ,  t h e  +z c o i l  i s  s h i f t e d
i n  t h e  x d i r e c t i o n  so  as  t o  make t h e  m e a s u r e m e n t s  e q u a l .  
The same t h i n g  i s  done  a t  t h e  - z  end f o r  t h e  - z  c o i l .  
A l t h o u g h  t h e  movements  do s l i g h t l y  a f f e c t  t h e  f i e l d  a t  
t h e  o p p o s i t e  end  o f  t h e  m a g n e t ,  a few i t e r a t i o n s  y i e l d s  
t h e  r e q u i r e d  r e s u l t .  I f  t h e r e  i s  now an x  g r a d i e n t  a t  t h e
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c e n t r e  p l a n e ,  the  end c o i l s  are  t i l t e d  about th e  y a x i s
and t h e  p r o c e s s  r e p e a t e d  u n t i l  t h e  g r a d i e n t  i s  m i n i m i s e d
a l o n g  t h e  w ho le  m a g n e t .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  e q u i v a l e n t  t o
2
rem o v in g  t h e  X,ZX and Z X g r a d i e n t s ,  The Y g r a d i e n t s  may 
be t a c k l e d  i n  t h e  same m a n n e r .
To o b t a i n  t h e  c o r r e c t  a x i a l  p o s i t i o n s  o f  t h e  end 
c o i l s ,  t h r e e  m e a s u r e m e n t s  on a x i s  a r e  u s e d .  W i t h o u t  any 
s h u n t  r e s i s t o r s  on  t h e  c o i l s ,  t h e  f i e l d  a t  z=+0»25m, as  
c a l c u l a t e d  by t h e  a x i s y m m e t r i c  p r o g r a m ,  s h o u l d  be 46ppm 
above  t h a t  a t  t h e  o r i g i n .  The a x i a l  p o s i t i o n s  o f  t h e  end 
c o i l s  a r e  a d j u s t e d  t o  a c h i e v e  t h i s  r e s u l t ,  and  t h e n  
s u f f i c i e n t  c u r r e n t  s h u n t e d  f rom them  t o  make t h e  t h r e e  
m e a s u re m e n t s  on a x i s  e q u a l .
In  p r a c t i c e ,  t h e  a d j u s t e r s  t e n d  t o  i n f l u e n c e  e a c h  
o t h e r  s l i g h t l y ,  an d  s o  r e m o v in g  one  g r a d i e n t  t e n d s  t o  
i n t r o d u c e  a n o t h e r .  The l a r g e s t  p r o b l e m  i s  m ak in g  t h e  
a x i a l  c o i l  movement  w here  3 a d j u s t e r s  h a v e  t o  be moved 
and e q u a l  a m o u n t .  Thus t h e r e  comes a p o i n t  w h e re  m ak ing  
w e l l  c o n t r o l l e d  movements  becom es  d i f f i c u l t .
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A 9 p l a n e  p l o t  w i t h  12 p o i n t s  p e r  p l a n e  was t a k e n  
a f t e r  t h i s  s e t t i n g  up p r o c e d u r e .  The f o l l o w i n g  
s i g n i f i c a n t  co m p o n e n t s  w ere  p r e s e n t :
Z^ = - 1 . 8ppm 7 ? = 3 . 0
7 ? = 6 . 6 Z^ = - 1 . 5
7 ? = - 0 . 7 Z^ = 1 . 5
z7 = 0 . 2 Z« = 0 . 5
X = 8 . 7 Y = 2 . 9
zx = 2 . 5 ZY = 1 . 5
z^x = - 1 . 0 Z^Y = 0 . 0
z^x = - 1 . 8 Z^Y = - 2 . 1
z" x̂ = 0 . 2 = 1 . 0
X2 = - 4 . 1 y 2 = 2 . 5
ZX^ — - 1 . 6 ZX^ _ 2 . 2
=  1. 1  =  0 . 2
I t  i s  known t h a t  t h e  c o i l s  w ere  n o t  i n  t h e i r  c o r r e c t  
p o s i t i o n s  when t h i s  p l o t  was made,  b e c a u s e  t h e  s h u n t i n g  
r e s i s t o r s  c a r r i e d  u n e q u a l  c u r r e n t s .  T h i s  a x i s y m m e t r i c
e f f e c t ,  b e i n g  a n t i s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  o r i g i n  w i l l
g e n e r a t e  odd o r d e r e d  z o n a l  t e r m s ,  and e x p l a i n s  t h e
3
p r e s e n c e  o f  o f  t h e  l a r g e  Z co m p o n e n t .
The l a r g e  X an d  Y t e r m s  c a n  e a s i l y  b e  r em o v ed  i n  a
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c o m p l e t e  s c a n n e r ,  by u s i n g  t h e  g r a d i e n t  c o i l s  u s e d  f o r
s c a n n i n g  a s  sh im  c o i l s .  T h u s ,  i n  p r a c t i c e ,  t h e y  do n o t  
r e p r e s e n t  a s i g n i f i c a n t  p r o b le m .
The and t e r m s  a r e  d i f f e r e n t  f rom t h e
r e s u l t s  g i v e n  by t h e  r a d i a l  l e a d  m o d e l ,  as  t h e  model
o n l y  p r o d u c e d  s i g n i f i c a n t  t e r m s  when p was e v e n .  The
2
m e asu red  v a l u e s  i n c l u d e  t h e  p = l  t e r m s ,  and  t h e  X h a v e
2
b e en  r e d u c e d  w h i l s t  t h e  Y t e r m s  h a v e  b e e n  i n c r e a s e d .  
T h i s  i m p l i e s  t h a t  w h a t e v e r  i s  p r o d u c i n g  t h e s e  a d d i t i o n a l  
s econd  d e g r e e  t e r m s  i s  o n l y  a t  one  end o f  t h e  m a g n e t ,  and 
h as  d i f f e r e n t  a z i m u t h a l  symmetry  f rom  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
l e a d s .  O v a l i t y  o f  o n e  end c o i l  may be t h e  r e a s o n  f o r  t h e  
e f f e c t .  A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  power s u p p l y  l e a d s ,  w h ich  a r e  
m a in ly  a t  o n e  end o f  t h e  m a g n e t ,  c o u l d  b e  r e s p o n s i b l e .
No d o u b t  some o f  t h e  f i e l d  e r r o r s  c o u l d  be  rem oved  
by f u r t h e r  s h im m in g ,  u s i n g  s p h e r i c a l  f i e l d  p l o t s  i n  
c o n j u n c t i o n  w i t h  c a l i b r a t e d  c o i l  movements  t h a t  remove 
i n d i v i d u a l  h a r m o n i c s .  H ow ever ,  t h e  t o t a l  v a r i a t i o n  i n  
f i e l d  m a g n i tu d e  o v e r  t h e  s u r f a c e  o f ,  a n d  h e n c e  t h r o u g h o u t  
t h e  0.25m r a d i u s  s p h e r e ,  i s  o n l y  17ppm. T h i s  w i t h i n  t h e
j-10 ppm v a r i a t i o n  s p e c i f i e d  i n  c h a p t e r  1 ,  and  so t h e
m agne t  i s  q u i t e  u s a b l e  f o r  s c a n n i n g  a s  i t  s t a n d s .
S e t s  o f  m e a s u r e m e n t s  w ere  t a k e n  i n  o r d e r  t o  c h e c k  
t h a t  t h e  c o i l  movements  u s e d  f o r  sh im m ing  p r o d u c e  r e s u l t s  
t h a t  a g r e e  w i t h  c a l c u l a t e d  v a l u e s .  A f i v e  p l a n e  p l o t  w i t h  
s i x  p o i n t s  p e r  p l a n e  was t a k e n  b e f o r e  and a f t e r  a 
c a l i b r a t e d  movement was made. By d i f f e r e n c i n g  t h e  two
160
s e t s o f  r e s u l t s , t h e  e f f e c t  o f t h e  c o i l  movement a l o n e
c an  be  s e e n .
T h re e  a d j u s t m e n t s  w e re  made t o  t h e  +z end c o i l ;  an
a x i  a l s h i f t  o f  1mm, a t r a n s v e r s e s h i f t  o f  1mm, and  a t i l t
o f  0 . 1 d e g r e e s .  The d i f f e r e n c e  made by e a c h  a d j u s t m e n t  i s
shown b e lo w .
M easu red C a l c u l a t e d
A x i a l movement o f  1 . 0mm
t} - 2 8 0 . 8ppm - 2 6 8 . 0
7 ? - - 7 2 . 7 - 7 1 . 3
7 ? - 2 3 . 1 - 2 0 . 4
- 0 . 2 9 - 0 . 8
T r a n s v e r s e  movement o f  -1.0mm
X - 1 3 9 . 9ppm - 1 3 4 . 2
ZX - 4 1 . 2 - 4 7 . 6
Z^X - 2 . 8 - 1 0 . 5
Twi S t o f  0 .1  d e g r e e s
X 3 7 .6 3 8 . 5
ZX 4 0 . 3 3 6 .5
Z^X 1 9 .9 1 7 . 9
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Most o f  t h e  m e a s u re d  v a l u e s  a r e  w i t h i n  a b o u t  10% o f  t h e i r  
c a l c u l a t e d  v a l u e s ,  and so  s u p p o r t  t h e  t h e o r e t i c a l  model  
r e a s o n a b l y  w e l l .  I t  would  t h e r e f o r e  be  e x p e c t e d  t h a t  
f u r t h e r  c a r e f u l  sh im m ing ,  u s i n g  t h e s e  c o i l  m o v em en ts ,  
would b r i n g  a b o u t  t h e  r e d u c t i o n  o f  many o f  t h e  u n w a n te d  
ha rm on i  c s .
5 .5  The u s e  o f  z o n a l  shim c o i l s .
A l th o u g h  t h e  t h r e e  c o i l  m ag n e t  d o e s  n o t  p o s s e s s  any
shim c o i l s ,  i t  wou ld  be  v e r y  much e a s i e r  t o  s e t  up i f  i t
1 2  3d i d .  A s e t  o f  sh im s  f o r  t h e  z o n a l  h a r m o n i c s  Z , Z , Z and
Z^ hav e  b e e n  d e s i g n e d  and i n s t a l l e d  i n  t h e  NEPTUNE
1 2m a c h in e .  They a r e  s i m p l y  t h e  s i n g l e  c o i l  p a i r  Z , Z and
Z^ sh im s  whose p o s i t i o n s  a r e  g i v e n  i n  t a b l e  3 . 3 .  The Z^
d e s i g n  i s  n o t  u s e d  a s  i t  a d d s  f o u r  more c o i l s  t o  t h e  
a r r a n g e m e n t .  I n s t e a d ,  e a c h  h a l f  o f  t h e  sh im  i s  d r i v e n  
by a s e p a r a t e  power  s u p p l y .  C u r r e n t s  o f  t h e  same s i g n  i n
ea ch  h a l f  o f  t h e  sh im  g e n e r a t e  a Z^ c o m p o n e n t ,  w h i l s t
3 1 1o p p o s i n g  c u r r e n t s  g e n e r a t e  Z and Z . The a d d i t i o n a l  Z
com ponen t  may t h e n  be  rem oved  by t h e  Z^ s h im .
The c o i l  a r r a n g e m e n t  an d  sh im  s e n s i t i v i t i e s  i n  a
0 . 1 5  T e s l a  f i e l d  a r e  shown i n  f i g . 5 . 3 ,  and  t h e  m a g n i t u d e s
o f  t h e  z o n a l  h a r m o n i c s  b e f o r e  a n d  a f t e r  t h e  u s e  o f  t h e
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sh im s  a r e :
B e f o r e  
1 1 . 9ppm 
- 1 2 . 7  
0 . 9  
1 5 .7




- 0 . 3
Once a g a i n  t h e  r e m a i n i n g  Z com p o n en t  may be rem oved
3
w i t h  t h e  g r a d i e n t  c o i l s .  A l t h o u g h  t h e  Z s h im  i s  n o t
r e a l l y  r e q u i r e d  i n  t h i s  c a s e ,  i t  was t o  he u s e d  l a t e r  i n
an e x p e r i m e n t  i n v o l v i n g  t h e  i n s e r t i o n  o f  s m a l l  p i e c e s  o f  
i r o n  i n s i d e  t h e  magnet  b o r e  t o  rem ove some o f  t h e
t e s s e r a l  c o m p o n e n t s .  The sh im  s e t  i s  a  v e r y  q u i c k  and
c o n v e n i e n t  way o f  r e m o v in g  u n w a n ted  h a r m o n i c  c o m p o n e n t s .
z2 z4/3 z1
F i g . 5 . 3  Z o n a l  sh im  c o i l  p o s i t i o n s
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F i g . 5 . 3  ( c o n t d . )
S e n s i t i v i t i e s  w i t h  20 t u r n  c o i l s  i n  0 . 1 5  T e s l a  f i e l d
1 0 1 . 4  ppm/Amp
o
Z - 6 0 . 2  ppm/Amp
3 - 3 4 . 3  ppm/Amp
b u t  a l s o  p r o d u c e s  135.9ppm/Amp o f  Z^
Z^ - 1 5 . 0  ppm/Amp
5 .6 C o n c l u s i o n s
The p r a c t i c a l  m e a s u r e m e n t s  made on t h e  p r o t o t y p e
magnet an d  z o n a l  sh im  c o i l s  c o n f i r m  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  
d e s i g n  m ethods  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s .  
A l th o u g h  t h e  m e a s u r e d  h o m o g e n e i t y  f a l l s  s h o r t  o f  t h e  
t h e o r e t i c a l  c a l c u l a t i o n s ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  
im p ro v em en ts  may be made by m ak ing  f u r t h e r  a d j u s t m e n t s  t o  
t h e  end c o i l s .  P r a c t i c a l  m e a s u re m e n t  h a s  shown t h a t  t h e s e  
a d j u s t m e n t s  a l s o  p r o d u c e  r e s u l t s  t h a t  s u p p o r t  t h e  
t h e o r e t i c a l  m o d e l .  T h e r e f o r e  t h e  r e m o v a l  o f  t h e  u n w a n t e d ,  
low o r d e r  h a r m o n ic  t e r m s  s h o u l d  p r e s e n t  few  p r o b l e m s .
The u l t i m a t e  p r e f o r m a n c e  o f  t h e  m a g n e t  w i l l  be
d e t e r m i n e d  by t h e  h i g h e r  o r d e r  t e r m s  t h a t  c a n n o t  be
removed by t h e s e  m e t h o d s .  In  p r i n c i p l e ,  t h e s e  t e r m s  c o u l d  
be removed u s i n g  sh im  c o i l s .  H ow ever ,  t h e  c o i l
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a r r a n g e m e n t s  become more c o m p l i c a t e d ,  and  t h e r e f o r e  more 
e x p e n s i v e ,  a s  t h e  o r d e r  and d e g r e e  o f  t h e  h a r m o n ic  
c o r r e c t i o n  i n c r e a s e s .  As a r e s u l t ,  t h e  amount o f  
c o r r e c t i o n  t h a t  i s  made w i l l  e v e n t u a l l y  d e p e n d  on t h e  
c o s t - e f f e c t i v e n e s s  o f  p r o v i d i n g  t h e  means o f  a d j u s t m e n t .  
I t  i s  t h e r e f o r e  i m p o r t a n t  t h a t  p r o p e r  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  
to  t h e  s o u r c e s  o f  h i g h  o r d e r  t e r m s  a t  t h e  d e s i g n  s t a g e .
5 .7  Summary and  f u r t h e r  work
A l o g i c a l  d e s i g n  p r o c e d u r e  f o r  i r o n  f r e e ,  h i g h  
h o m o g e n e i ty  m a g n e t s  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t h a t  makes 
e x t e n s i v e  u s e  o f  a s e t  o f  c o m p u te r  p r o g r a m s .  The f i r s t  o f  
t h e s e  a l l o w s  t h e  d i m e n s i o n s  o f  an  a r r a y  o f  a x i s y m m e t r i c  
c o i l s  t o  be  o p t i m i s e d  so as  t o  p r o d u c e  a u n i f o r m  f i e l d .  A 
g r a p h i c s  t e r m i n a l  a l l o w s  t h e  c o i l  g e o m e t r y ,  d e s i g n  d a t a ,  
and  g r a p h s  o r  c o n t o u r  maps o f  h o m o g e n e i t y  t o  be v i e w e d .  
By u s i n g  s p h e r i c a l  h a r m o n ic s  an d  an  e f f i c i e n t  
o p t i m i s a t i o n  p r o c e d u r e ,  t h e s e  o p e r a t i o n s  may be p e r f o r m e d  
q u i c k l y ,  and  t h i s  a l l o w s  t h e  p r o g ra m  t o  be u s e d  
i n t e r a c t i v e l y .  As a c o n s e q u e n c e ,  t h e  i t e r a t i o n s  n e e d e d  t o  
a r r i v e  a t  a s u i t a b l e  d e s i g n  may be p e r f o r m e d  w i t h  l i t t l e  
d i f f i c u l t y .
O b v i o u s l y ,  s u c h  a d e s i g n  w i l l  h a v e  b e e n  r e a l i s e d  
w i t h  some r e g a r d  f o r  t h e  a c t u a l  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  
w i n d i n g s .  For  e x a m p l e ,  a h e l i x  w i t h  known c o n d u c t o r  s i z e
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and p i t c h  may h a v e  b e e n  c h o s e n .  A s e c o n d  p r o g r a m  a l l o w s  
t h e  f i e l d s  from such  w i n d i n g s  t o  be c a l c u l a t e d ,  and 
e x p r e s s e d  as  a s p h e r i c a l  h a r m o n ic  s e r i e s .  R e s u l t s  f rom 
t h i s  p ro g ram  hav e  shown t h a t  i t  i s  a s t r a i g h t f o r w a r d  
m a t t e r  t o  t r a n s f o r m  t h e  d i m e n s i o n s  o f  an a x i s y m m e t r i c  
model i n t o  t h o s e  o f  a p r a c t i c a l  w i n d i n g .  Any e r r o r s  i n  
t h e  z o n a l  h a r m o n i c s  c a u s e d  by d o i n g  t h i s  w i l l  u s u a l l y  be 
n e g l i g i b l e .  H owever ,  s i g n i f i c a n t  q u a n t i t i e s  o f  t e s s e r a l  
h a r m o n ic s  w i l l ,  i n  g e n e r a l ,  be p r e s e n t .  I t  i s  p o s s i b l e  
t h a t  t h e s e  t e r m s  w i l l  l i m i t  t h e  m a g n e t ' s  u l t i m a t e  
p e r f o r m a n c e ,  t h e r e f o r e  t h e  s o u r c e  o f  t h e s e  c o m p o n e n t s ,  
and m e th o d s  o f  c a n c e l l a t i o n ,  s h o u l d  b e  c a r e f u l l y  s t u d i e d  
a t  t h e  d e s i g n  s t a g e .
I t  i s  n o t  s u f f i c i e n t  t o  a r r i v e  a t  a s u i t a b l e  d e s i g n  
w i t h o u t  c a r e f u l  c o n s i d e r a t i o n  o f  m a n u f a c t u r i n g  
t o l e r a n c e s .  E r r o r s  i n  c o i l  d i m e n s i o n s  a r e  i n e v i t a b l e  
s i n c e  i t  i s  i m p r a c t i c a l  t o  m a n u f a c t u r e  f o r m e r s  t o  t h e  
a c c u r a c y  t h a t  t h e  t h e o r y  d em an d s .  Thus i t  i s  e s s e n t i a l  t o  
c o n s i d e r  m e th o d s  o f  c o r r e c t i n g  t h e  e f f e c t s  o f  i n c o r r e c t  
d i m e n s i o n s  d u r i n g  t h e  d e s i g n  p r o c e s s .  F o r  a 
s u p e r c o n d u c t i n g  magnet  v i r t u a l l y  t h e  o n l y  s o l u t i o n  i s  t o  
p r o v i d e  e l e c t r i c a l  sh im  c o i l s ,  e i t h e r  s u p e r c o n d u c t i n g  o r  
r e s i s t i v e .  H ow ever ,  i n  t h e  c a s e  o f  a  r e s i s t i v e  m a g n e t ,  
movement o f  t h e  m a g n e t  c o i l s  i s  f e a s i b l e  i n  a d d i t i o n  t o  
e l e c t r i c a l  s h i m s .  The d e s i g n  p ro g ra m s  a r e ,  o r  w i t h  m in o r  
e x t e n s i o n s  w i l l  b e ,  c a p a b l e  o f  d e s i g n i n g  e l e c t r i c a l  
sh im s  u s i n g  o p t i m i s a t i o n  m e t h o d s ;  w h i l s t  t h e  p r o g ra m  t h a t
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m odels  d i s p l a c e d  c i r c u l a r  c o i l s  a l l o w s  sh im m ing  movements  
t o  be d e t e r m i n e d .
A n o t h e r  method  o f  sh im m ing  i s  by  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  
s m a l l  p i e c e s  o f  f e r r o m a g n e t i c  m a t e r i a l  i n t o  t h e  m a g n e t .  
The t h e o r y  i s  n o t  w e l l  d e v e l o p e d ,  and t h i s  i s  an  a r e a  
t h a t  m e r i t s  f u r t h e r  a t t e n t i o n .  T h i s  m e thod  w o u ld  a l l o w  
c o r r e c t i o n s  t o  be made to  b o t h  s u p e r c o n d u c t i n g  and 
r e s i s t i v e  m ag n e ts  w i t h  no e x t r a  power  d i s s i p a t i o n .  I t  
would  t h e r e f o r e  be  p a r t i c u l a r l y  b e n e f i c i a l  a t  h i g h e r  
f i e l d  s t r e n g t h s .
In  a d d i t i o n  t o  t h e  d e s i g n i n g  o f  m a g n e t s ,  t h i s  work  
h as  b e e n  c o n c e r n e d  w i t h  t h e i r  t e s t i n g .  An a c c u r a t e  
measurement d e v i c e  and t h e  s p h e r i c a l  p l o t t i n g  p r o c e d u r e  
a l l o w s  f i e l d  m e a s u r e m e n t s  t o  be  r e s o l v e d  i n t o  h a r m o n ic  
c o m p o n e n t s .  Thus t h e  p r a c t i c a l  m e a s u r e m e n t s  c a n  be 
r e l a t e d  d i r e c t l y  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  c a l c u l a t i o n s  i n  a 
manner  t h a t  a l l o w s  e a s y  c o m p a r i s o n .  The u s e  o f  h a r m o n i c s  
a l s o  a l l o w s  sh im m ing  t o  p r o c e e d  i n  a w e l l  d e f i n e d  m a n n e r ,  
by r e m o v in g  i n h o m o g e n e i t i e s  one  a t  a t i m e ,  w h i l s t  l e a v i n g  
t h e  o t h e r s  v i r t u a l l y  u n c h a n g e d .
To p e r f o r m  t h e s e  m e a s u r e m e n t s ,  a p u l s e d  nmr p r o b e  
h a s  b e e n  d e v e l o p e d .  The p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p r o b e  a g r e e s  
w i t h  t h e  t h e o r y ,  a n d ,  i n  c o n t r a s t  t o  a c o n t i n u o u s l y  
e x c i t e d  p r o b e ,  t h e  d e v i c e  may b e  e a s i l y  i n c o r p o r a t e d  i n t o  
an nmr s c a n n e r  w i t h  t h e  minimum o f  a d d i t i o n a l  h a r d w a r e .  
The a b i l i t y  t o  m e a s u r e  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  f i e l d  m a g n i t u d e  
b e tw e e n  two p o i n t s  h a s  a l l o w e d  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e
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p r o t o t y p e  m agnet  to  be a s s e s s e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  t h e  
s t a b i l i t y  o f  I t s  power  s u p p l y .  I n c o r p o r a t i n g  o t h e r  
f e a t u r e s ,  such  as  a u t o m a t i c  t u n i n g  and a n  im p ro v e d  d a t a  
c o l l e c t i o n  s y s t e m ,  wou ld  make t h e  p r o b e  a v e r y  e a s y  t o  
u s e ,  v e r s a t i l e  d e v i c e  w i t h  a p p l i c a t i o n s  n o t  o n l y  f o r  
m e a s u r i n g  s t a t i c  m a g n e t i c  f i e l d s ,  b u t  t h e  s u p e r i m p o s e d  
p u l s e d  g r a d i e n t  f i e l d s .
L i t t l e  a t t e n t i o n  h a s  b e e n  g i v e n  t o  t h e  e x t e r n a l  
f i e l d  g e n e r a t e d  by a n  nmr im a g in g  m a g n e t ,  s i n c e  i t  i s  
e a s i l y  c a l c u l a b l e  u s i n g  e l l i p t i c  i n t e g r a l  m e t h o d s .  
However ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  f i e l d  on  n e a r b y  e q u i p m e n t ,  
p a r t i c u l a r l y  i f  i t  u s e s  e l e c t r o n  beams ( e g .  X - r a y  t u b e s ,  
t e l e v i s i o n  m o n i t o r s ,  e t c . )  c a n  be  u n d e s i r a b l e .  A l s o ,  t h e  
f i e l d  w i l l  m a g n e t i s e  any  s u r r o u n d i n g  f e r r o m a g n e t i c  
m a t e r i a l  w h ic h ,  i n  t u r n ,  d i s t u r b s  t h e  h o m o g e n e i t y  o f  t h e  
m ag n e t .  B o th  o f  t h e s e  e f f e c t s  w ou ld  be s i g n i f i c a n t l y  
r e d u c e d  i f  t h e  r e t u r n  p a t h  f o r  t h e  m a g n e t ' s  f l u x  c o u l d  be 
r e p l a c e d  by an  i r o n  c o r e ,  a t  t h e  same t i m e  r e d u c i n g  t h e  
power d i s s i p a t i o n .  However ,  t h e  b e n e f i t s  o f  an i r o n  
r e t u r n  p a t h  w ould  h a v e  t o  be p a i d  f o r  by a l a r g e  i n c r e a s e  
in  w e i g h t .  The m a t h e m a t i c a l  m o d e l l i n g  o f  s u c h  a m agne t  
would  i n v o l v e  t h e  t h e  u s e  o f  a n  a p p r o x i m a t i o n  t e c h n i q u e  
t h a t  u s e s  e i t h e r  i n t e g r a l  o r  d i f f e r e n t i a l  m e t h o d s .  In  
e i t h e r  c a s e  t h e  m o d e l l i n g  o f  w i n d i n g s  i s  n e c e s s a r y ,  and 
may be  a c c o m p l i s h e d  u s i n g  some o f  t h e  m e th o d s  d e s c r i b e d  
h e r e .
C a l c u l a t i o n s  o f  l i m i t e d  a c c u r a c y  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d
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u s i n g  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e th o d ,  and s c a l e  m o d e l s  a r e  
b e i n g  b u i l t .  The t e s t i n g  o f  t h e s e  m o d e l s  w i l l  be 
p e r f o r m e d  u s i n g  s p h e r i c a l  p l o t s  and a p r o b e .  Thus  some o f  
t h e  t e c h n i q u e s  f o r  d e s i g n i n g  and t e s t i n g  i r o n  f r e e  
m agnets  a r e  a l s o  a p p l i c a b l e  t o  m a g n e t s  t h a t  i n c o r p o r a t e  
i r o n .  The p r o b le m s  o f  h i g h  a c c u r a c y ,  m a g n e t o s t a t i c  f i e l d  
c a l c u l a t i o n s  p r e s e n t  a w ide  a r e a  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  I f  
t h e  p r o b le m s  c a n  be  s o l v e d ,  i t  i s  l i k e l y  t h a t  i r o n  c o r e d  
m ag n e ts  w i l l  fo rm  t h e  b a s i s  f o r  low f i e l d  ( -^ O . IT ) ,  low 
c o s t ,  nmr s c a n n e r s  i n  t h e  f u t u r e
169
The-3 c o i l  r e s i s t i v e  magnet
APPENDIX 2 .1
/
aRCUIT DIAGRAMS FOR THE STAND ALONE PULSED PROBE 
SYSTEM AND AUTOMATIC TUNING
P r o b e  a m p l i f i e r  
D e m o d u l a t o r  
B aseb an d  f i l t e r s  
G a te d  r f  a m p l i f i e r  
T r a n s m i t t e r  
a / d c o n v e r t e r  
M i c r o p r o c e s s o r  c a r d  
C o n t r o l  l o g i c  c a r d  
C a l c u l a t o r  a n d  l o g i c  c a r d  
M a g n i tu d e  g e n e r a t o r  
A u t o - t u n i n g  a n a l o g u e  
A u t o - t u n i n g  l o g i c  I 
A u t o - t u n i n g  l o g i c  I I
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Harmonic  c o e f f i c i e n t s  f o r  v a r i o u s  c o i l  g e o m e t r i e s
Loop
a = I s i n  0 P c os G)  n — ---------- n+1
n+1
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A p p e n d i x  3 . 1 ( c o n t d . )
S o l e n o i d
The c o e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  by s u b s t i t u t i n g  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  e a c h  end  o f  t h e  s o l e n o i d  i n t o
a = 1 '  cosO o _____
a = 1 '  s i n ^ Q  P ' ( cosO)  n __   n
n r n
( w h e re  I '  i s  c u r r e n t  /  u n i t  l e n g t h )
and summing t h e  two t e r m s  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  s i g n s  
shown i n  t h e  d i a g r a m .
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A pp en d i x  3 . 1  ( c o n t d . )  
T h i c k  s e c t i o n  c o i l
The c o e f f i c i e n t s  a r e  g i v e n  by s u b s t i t u t i n g  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  e a c h  v e r t e x  i n t o
a = I "  Zq I n  o _ ^ l + s i n O a^ = I "  ( s i n ©  -  I n 1+ s i n©
2 cosO 2 cos©
3n+l  = I " 1 (
n
1 -  s i n ^ Q ^  c o s ^ ^ ^ Q  P ' ( cos©)  
jL ^  m
2 n ( n + l )  Zq
(n>0) ( wh er e  I ” i s  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y )
and  summing t h e  f o u r  t e r m s  u s i n g  t h e  a l g e b r a i c  s i g n s  i n  
t h e  d i a g r a m .
18 7
Loop
APPENDIX 3 . 2  
E l l i p t i c  i n t e g r a l  e x p r e s s i o n s  f o r  f i e l d s  f rom  
v a r i o u s  c o i l  g e o m e t r i e s .
= I b
2 IT r .
(K-E)  + 2 a ( a  -  b ) E
Hç) = IZq 
2 TTr^
(K-E) -  2a b E
w here k = 4 a b
18 8
S o l e n o i d
Appendix 3 . 2 ( c o n t d . )
4 7T




2(K -  E) -  K
2 2 where  k  = 4 a b c = 4 a b  n  = - c ‘
r ,  ^ ( a + b ) ^
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APPENDIX 4 . 1
P a r a m e t r i c  form f o r  a g e n e r a l i s e d  f i l a m e n t a r y  c o i l
P o i n t  ( x , y , z )  on t h e  c o i l  i s  g i v e n  b y :
X = (R^ + p ^ 0 / 2 it + d / 4  c o s ( 2 0  + 0 ) )  c o s ( 0  + 0) 
y = (R^ + p ^ 0 / 2 tt + d / 4  c o s ( 2 0  + 0 ) )  s i n ( 0  + 0) 
z = (Zo+ 1 ^ / 2 ^  )
and t h e  i n t e g r a t i o n  i s  p e r f o r m e d  b e t w e e n  0 = 0 t o  2Ntt where
R = r a d i u s  o f  c o i l  s t a r t  Z o o
p^ = s p i r a l / r a d i a l  p i t c h  p^
d = o v a l  d i a m e t e r  d i f f .  
N = number  o f  t u r n s
0  =
a x i a l  p o s n .  o f  c o i l  s t a r t  
h e l i c a l / a x i a l  p i t c h  
a n g u l a r  p o s .  o f  c o i l  s t a r t
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Ap p e n d i x  4 . 1  ( c o n t d . )  
P a r a m e t r i c  fo rm f o r  a s t r a i g h t  w i r e
P o i n t  ( x , y , z )  on t h e  w i r e  i s  g i v e n  by :
X =  x ^  +  u ( x 2  -  x ^ )
y = + ufyg -  y^)
z = + u ( z 2  -  )
and t h e  i n t e g r a t i o n  p e r f o r m e d  b e t w e e n  u  = 0 t o  1 w h e r e
x ^ , y ^  and z^ a r e  c o o r d s ,  o f  s t a r t  o f  w i r e  




APPENDIX 4 . 2
The L e g e n d re  F u n c t i o n s
1 0  u
1 1  (1 -
2 0 l / 2 ( 3 u ^  -  1)
2 1 3 (1  -  u ^ ) u
2 2 3(1  -  u^ )
3 0 l / 2 ( 5 u ^  -  3u)
3 1 3 / 2 ( 1  -
3 2 1 5 ( 1  -  u ^ ) u
3 3 1 5 ( 1  -  u 2 ) 3 / 2
4 0 l / 8 ( 3 5 u ^  -  30u^ + 3)
4 1 5 / 2 ( 1  -  u ^ ) ( 7 u ^  -  3 ) u
4 2 1 5 / 2 ( 1  -  u ^ ) ( 7 u ^  -  1)
4 3 1 05 ( 1  -  u 2 ) 3 / 2 u
4 4 1 05 ( 1  -  u 2 ) 2
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APPENDIX 4 . 3  
R e c u r r e n c e  r e l a t i o n s  f o r  t h e  L e g e n d r e  f u n c t i o n s
P H -  2 m u ( l - u ^ )  ^ / ^ P  + (m+n) ( n - m + 1 ) P . = 0n ,m+l  n ,m n , m - l
( m - n - l ) P  . + ( 2 n + l ) u P  -  (m+n)P - = 0n+1,m n,m n - 1 , m
2 m ( l - u ^ )  ^ / ^ P  = P + ( m + n - 1 ) (m+n)P . .n,m n - 1 , m + l  n - 1 , m - l
( l - u 2 ) l / 2 p  ' = - m u ( l - u ^ )  + pn,m n,m n , m+l
= - 1 / 2 (m+n) (n-m+1)P  . + 1 / 2 P  .n ,m—T n ,m+l
= mu ( 1 - u ^ ) ” ^^^P -  (m+n) ( n - m + 1 ) P .n,m n , m - l
( l - u ^ ) P  ' = ( n + l ) u P  -  ( n-m+1)P  .n ,m n ,m n+1 ,m
= ( 2 n + l ) ^ ( m - n - l ) n P  . + ( n + l ) ( m + n ) P  .n+1,m n - 1 , m
= -n u P  + ( m+n) P_ .n,m n - l , m
and t h e  R o d r i g u e ' s  f o r m u l a :
P = ( l - u 2 ) l / 2 m  p
n ,m n
193
APPENDIX 4 . 4  
W e i g h t s  u s e d  t o  o b t a i n  p e a k - p e a k  v a l u e s  o f  
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